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AR i Re Fe Be FS aR WFR BBR ERRU GA FEM 
书 的 第 一 卷 。 布 着 以 微分 方程 应 用 为 主线 ,分 析 了 它 在 排 体 增长 PRES 
RARE RU PIES. OATH E A TA RR TE 
HARRER TR A R P SA Hy FALE A HE SPT A RA R 
出 ,实用 性 与 启发 性 兼备 ;行文 着 笔 活 小 该 谐 , 可 读 极 强 。 全 书 共 分 为 六 部 分 ， 
读者 可 选读 任 一 部 分 而 不 会 影响 对 问题 的 理解 。 

本 书 除 可 作为 高 等 院 校 理工 科学 生 的 数学 模型 教程 外 ,也 是 广大 工程 技 
术 人 人员. 管理 人 员 与 数学 爱好 者 不 可 多 得 的 读物 。 


版 a 声 明 


Originally published in English under the title :” Modules in Applied Math- 
ematics. Vol. 1; Differential Equation Models”, edited by Lucas, W. F. Copy- 
right(¢}1983 Springer-Verlag New York, Inc. All rights Reserved. | 

本 书 英文 版 各 为 tkModules in Applied Mathematics. Vol. 1; Differential 
Equation Models}, h Lucas, W. F. 编著 。 本 书 中 文 版 由 Springer-Verlag 授权 
出 版 。 未 经 出 版 者 书面 许可 ,本 书 的 任何 部 分 不 得 以 任何 形式 或 任何 手段 复 
制 或 传播 。 


译 者 F 


近 半 个 世纪 以 来 ,数学 的 形象 有 了 很 大 的 变化 .数学 已 不 再 单 
纯 是 数学 家 和 人 少数 物理 学 家 、 天 文学 家 ,力学 家 等 人 手中 的 神秘 武 
器 , 它 越 来 越 深 人 地 应 用 到 各 行 各 业 之 中 了 ,几乎 在 人 类 社会 生活 
的 每 个 角落 它 都 在 展示 无 穷 威 为 。 这 一 点 尤其 表现 在 生物 ,政治 、 
经 济 、 军 事 等 数学 应 用 的 非 传统 领域 。 

与 这 种 发 展 相 比 , 自前 我 国 高 等 教育 中 如 何 运用 数学 工具 解 
决 实际 问题 就 显得 过 于 薄弱 ,同时 也 缺乏 合适 的 教材 ,以 至 不 少数 
学 工作 者 缺乏 从 实际 问题 中 提炼 数学 模型 的 能 力 ,同时 ,各 行 各 业 
中 的 不 少 实际 工作 者 也 缺乏 运用 数学 工具 以 建立 模型 处 理 问题 的 
能 力 。 这 与 我 国 社会 .政治 ,经 济 发 展 的 要 求 极 不 相 适 应 。 

卢 卡 斯 教授 主编 的 这 一 套 应 用 数学 模型 锥 韦 从 各 种 实际 问题 
出 发 ,提炼 出 一 系列 数学 模型 ,并 给 出 了 求解 方法 ,从 应 用 范围 看 ， 
包括 自然 科学 ,工程 技术 、 医 学、 生物 ,生态 ,环境 政治, 经济, 军 
事 、 文 化 体育、 交通 等 人 类 社会 生活 的 许多 领域 ;从 方法 论 看 , 共 
启发 性 很 强 ; 从 数学 内 容 看 ,要 求 适中 ,具有 普通 理工 科大 学 数学 
基础 的 学 生 和 实际 工作 者 都 能 看 懂 。 

我 们 翻译 这 套 书 的 目的 就 是 希望 通过 这 套 书 的 出 版 有 利于 开 
养 各 专业 大 学 生 建 立 数学 模型 的 能 力 , 有 利于 促进 数学 工作 者 与 
实际 工作 者 的 相互 理解 与 沟通 ,有 利于 推动 数学 在 我 国 现代 化 建 
设 的 各 个 领域 中 的 应 用 。 

我 们 十 分 感谢 卢 卡 斯 教授 为 翻译 出 版 这 套 从 书 提供 的 方便 和 
帮助 ,并 为 中 文 版 作 序 。 刘 德 铭 教 授 负 责 与 卢 卡 斯 教授 的 联系 。 沙 
基 旧 教授 主持 全 套 从 书 的 翻译 工作 ,并 人 负责 对 译文 进行 审 校 。 

第 一 卷 第 一 至 第 十 四 章 由 阁 字 虹 翻译 ,第 十 五 至 第 二 十 三 章 
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第 二 卷 第 一 至 第 八 章 由 王国 秋 翻 译 ,第 九 至 第 十 四 章 由 刘 德 
馈 翻 译 

第 三 卷 第 一 与 第 二 章 由 余 滨 楼 译 ,第 三 与 第 四 章 由 沙 基 昌 翻 
译 ,第 五 与 第 六 章 由 何 喜 平 翻译 ,第 七 与 第 八 章 由 兰 实 华 翻译 , 第 
九 , 第 十 一 与 第 十 二 章 由 成 礼 智 翻译, 第 十 ,第 十 三 与 第 十 四 章 由 
ERA RE. . 

PUSA-ZPO RHA. SRE hTAaT 
翻译 ,第 六 至 第 十 三 章 由 共振 高 釉 译 。 

对 于 其 他 为 本 书 出 版 作 过 有 益 工作 的 许多 人 士 无 法 在 此 一 一 
列举 。 谭 向 为 本 书 翻译 出 版 付出 辛勤 劳动 的 各 位 人 士 致 以 诚挚 的 
感谢 ! 

”鉴于 译 校 者 水 平 所 限 ,译文 中 错误 不 要 之 处 在 所 难免 ; 敬 请 各 
位 读者 指正 。 


沙 基 号 
1988 年 5 月 1 日 
FRY 


h x 版 F 


编辑 这 套 四 卷 本 具 书 的 目的 是 为 了 提供 一 大 批 令 人 信服 的 例 
子 , 来 说 明 在 解决 当今 世界 各 种 实际 问题 时 数学 的 巨大 威力 ,同时 
也 是 为 了 纠正 数学 教学 中 普 让 存在 的 两 种 极端 倾向 。 

第 一 ;我们 已 习惯 于 将 数学 作为 古 已 有 之 的 经 典 教 条 来 教学 ， 
而 不 是 像 物 理学 或 生物 学 一 样 作为 活生生 的 发 展 着 的 学 科 。 学 生 
们 倾向 于 将 数学 视 为 历史 艇 入 而 俏 得 尊重 的 学 科 , 必须 用 练习 和 
机 械 的 方式 学 习 , 并 且 数 学 也 确实 是 理解 许多 其 他 现代 科学 的 重 
要 预备 知识 。 普 所 推迟 体会 学 习 数 学 对 于 个 人 和 社会 的 价值 是 完 
全 不 必要 的 。 

第 二 个 极端 是 近 几 十 年 来 对 纯粹 数学 的 过 分 强调 ,而 在 数学 
教学 中 怪 持 理论 与 应 用 相 结 合 将 会 玩 怡 当 些 。 我 们 常 以 过 分 简单 
的 “二 元 论 " 方 式 看 待 事物 ,把 数学 或 者 数学 家 分 为 纯粹 的 和 应 用 
的 ,连续 的 和 离散 的 ,或 者 研究 人 员 和 教师 。 伟 大 的 英国 分 析 学 家 
G. H. Hardy 在 ¢ 一 个 数学 家 的 自白 CA Mathematicians Apology, 
Combridge University Press,1940) 中 认为 ,纯粹 数学 是 更 为 自我 满 
足 和 依靠 内 在 动力 的 学 科 。 

相反 地 ,美国 著名 的 拓扑 学 家 Raymond L. Wilder 在 《数学 概 
NB) (Evolution of Mathematical Concepts, Halstead Press, 
John Wiley and Sons,1968) 中 论述 了 数学 的 发 展 与 同时 期 大 社会 
之 间 的 许多 密切 的 内 在 联系 .事实 上 ,许多 数学 内 容 都 是 因 社 会 需 
- 要 而 产生 的 ,同时 ;如 果 没 有 数学 ,现代 技术 世界 中 的 绝 大 部 分 也 
是 不 可 能 存在 的 。 但 是 60 年 代 , 包 括 美国 在 内 的 西方 世界 却 是 纯 
粹 数学 的 观点 支配 了 数学 教育 。 有 意义 的 纯粹 学 科 , 如 逻辑 、 近 世 
近 数 等 都 有 了 超越 过 去 世纪 的 巨大 发 展 ,并 和 且 完 全 变 成 了 这 个 时 
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期 的 “新 数学 "。 而 其 它 二 十 来 种 有 意义 的 .重要 的 .但 不 太 抽 象 的 
数学 分 支 则 被 忽略 了 。 

70 年 代 美 国产 生 了 一 个 相反 的 运动 。 曾 经 有 一 个 在 大 学 水 平 
的 课程 中 安排 讲授 较为 现代 的 课题 以 及 当代 应 用 的 计划 。 许 多 人 
都 感到 用 较为 平衡 的 观点 来 看 待 纯 粹 数学 与 应 用 数学 ,古典 数学 
和 现代 的 数学 更 好 些 。 这 既 不 需要 在 美妙 与 有 用 之 间 , 也 不 需要 在 
老 与 新 之 间 发 生 任何 证 突 。 这 四 卷 书 就 是 这 种 尝试 的 一 个 结果 . E 
们 是 来 自 美国 数学 协会 指导 下 的 两 个 话 算 的 成 果 , 并 且 得 到 美国 
国家 科学 基金 的 资助 。 上 共有 类 似 目 标的 其 他 计划 和 书籍 亦 已 问世 ， 
而 且 有 几 所 大 学 已 经 着 手 引 进 关 于 “数学 构 模 ”的 独立 的 新 课程 ， 
以 便 强调 这 一 数学 中 的 重要 组 成 部 分 ,不 少 人 会 认为 关于 建 模 ( 或 
关于 数学 的 历史 与 文化 ) 的 单独 的 课程 并 非 最 适当 ,如 果 能 在 整个 
课程 安排 中 使 数学 的 所 有 这 些 风 采 各 异 的 不 同方 面 成 为 一 个 整体 
将 是 最 理想 的 .无 论 如 何 , 插 人 这样 的 新 的 建 模 课程 对 于 在 整个 课 
程 中 焦 复 纯粹 数学 与 应 用 数学 之 间 的 半 衡 是 必要 的 (也 许 仅仅 是 
暂时 的 ) 措 邦 。 

本 套 从 书 中 选用 的 63 篇 文章 的 作者 们 高 兴 地 昕 到 了 他们 的 
著作 即将 在 中 国 出 版 。 我 们 衷心 希望 读 到 这 本 书 的 学 生 和 教师 会 
发 现 它们 既 有 趣 又 有 用 。 


W.F. 卢 卡 斯 
1987 年 10 月 1 日 
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科教 学 的 .关于 数学 实际 应 用 的 重要 例子 。 我 们 希望 通过 这 些 例 
学 ,能 够 说 明 现代 数学 是 如 何 被 实际 应 用 于 解决 当代 有 关 问 题 的 。 
虽然 这 些 章节 是 为 公共 数学 教师 而 写 的 ,但 是 ,它们 对 于 许多 应 用 
领域 的 学 生 、 教 师 和 科学 研究 工作 者 也 将 是 有 益 的 。 每 章 都 提供 了 
所 需 的 预备 知识 以 及 对 教师 的 提示 。 许 多 章节 在 不 同 的 班级 实验 
过 ,所 有 章节 亦 都 经 过 广泛 的 审查 和 修订 .多 数 章 节 还 有 例题 各 练 
习 。 有 些 单元 可 在 1 个 学 时 内 完成 ,而 另 一 些 单元 则 需要 几 周 才能 
讲 完 。 

第 一 卷 的 23 章 与 微分 方程 有 关 , 而 其 中 最 后 四 章 涉及 偏 微分 
方程 。 其 应 用 问题 来 自 医 学 .生物 .交通 系统 和 一 些 其 他 领域 。 第 
二 卷 的 14 章 主要 研究 政治 科学 中 的 问题 ,同时 也 涉及 到 社会 学 与 
生态 学 方面 的 问题 ,包括 选举 系统 , 带 权 选举 .比例 代表 制 .联盟 值 
和 委员 会 问题 等 .第 三 卷 14 章 的 重点 是 离散 数学 模型 ,例如 图 论 、 
组 合 论 和 网 络 理论 中 的 问题 。 这 些 技 术 可 用 于 研究 经 济 、 交 通 理 
论 .运筹 学 .决策 理论 以 及 其 他 领域 ,第 四 卷 的 12 章 讨 论 生命 科学 
中 的 数学 模型 ,其 中 包括 群体 增长 和 行为 .生物 医学 (流行 病 学 、 进 
传 学 与 生物 工程 ) 以 及 生态 学 等 方面 的 问题 。 

这 套 从 书 是 美国 数学 协会 MAA) 两 个 教育 计划 实施 的 结果 ; 
它们 还 部 分 地 受到 国家 科学 基金 (NSF) 的 资助 。 这 两 个 计划 的 目 
的 是 编写 本 科教 育 的 教材 。 第 一 个 计划 由 MAA 的 本 科 数 学 大 岗 
委员 会 (CUPM) 负 责 , 对 本 科 高 年 级 学 生 应 用 数学 教学 所 需 的 素 
材 和 事例 进行 研究 。 它 得 到 NSF 自 1972 年 9 月 1 日 到 1977 年 5 
H 31 日 的 资助 (SED72 一 0737?0)。 这 个 计划 在 Donal Bushaw 的 指 
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导 王 完成 了 。 在 此 期 间 ,Bushaw 和 W.F 卢 卡 斯 担任 CUPM 的 主 
席 , 而 George Pedtrick 是 CUPM 的 执行 负责 人 。 该 计划 的 成 果 是 
1976 年 末 发 表 的 由 Maynard Thompson 编辑 的 报告 ,是 为 “应 用 
数学 中 的 事例 研究 ”。 其 中 包括 了 11 位 作者 编写 的 9 AURA 
与 该 材料 课堂 试用 的 报告 。 

第 二 个 计划 由 MAA 的 学 会 和 专题 研究 委员 会 LCIW) 发 起 ， 
这 就 是 1967 年 在 康泰 尔 (Corne 册 大 学 举行 的 为 期 四 周 的 夏季 “应 
用 数学 模型 "专题 研究 .1975 年 5 月 1 日 至 1978 年 9 月 30 日 它 得 
到 NSF 的 SED75— 00713 资助 以 及 SED77 一 07482 的 一 小 部 分 
Ph FE PED. FES OE) A TP W. F. 卢 卡 斯 担任 CIW 的 主 
席 和 这 个 计划 的 负责 入 ,这 项 活动 的 成 果 是 产生 了 由 37 位 作者 编 
写 的 60 个 用 于 教学 的 模型 。 

EASE 63 章 , 其 中 包括 “应 用 数学 中 的 事例 研究 ”的 
11 章 中 的 9 章 和 应 用 数学 模型 专题 研究 小 组 60 个 模型 中 的 52 
个 一 一 这 些 都 已 作 了 必要 的 修订 ;以 及 后 添 的 二 章 ( 第 二 卷 第 七 章 
和 第 十 四 章 )。.Steven Brams 所 写 的 与 1976 年 MAA 的 专题 研究 
小 组 有 关 的 第 二 卷 第 三 章 的 最 初版 本 标题 为 一 个 人 , = 张 选票 ”， 
而 这 里 提供 的 扩充 了 的 版 本 与 美国 政治 科学 协会 (APSA) 的 教材 
革新 计划 有 有关, 该 计划 由 Sheilah K. Kann 负责 ,部 分 地 由 NSF 的 
SED77 一 18486 资助 。 该 单元 标题 为 “比较 选举 制 ”, 原 来 是 必 为 单 
行 本 发 表 的 , 供 教 师 和 学 生 在 课堂 上 试用 .这 一 章 的 版 权 属于 AP- 
SA 1978, 此 外 是 经 允许 后 采用 的 。 

由 Edwin Beckenbaeh, Leonard Gillman, W. F. 上 户 卡 斯 ,\ David 
Roselle 和 Alfred Willcox 组 成 的 MAA 的 一 个 专门 委员 会 负责 管 
理 上 出 版 工作 以 及 革 些 需要 得 到 NSP 批准 秀和 以 这 种 形式 出 版 的 更 
广泛 的 尝试 。 必 须 提 到 Willcox 博士 自始至终 所 作 的 重要 责 献 。 
George Springer 也 作 了 关键 性 的 努力 。 然 而 必须 强调 指出 .本 书 中 
任何 意见 和 建议 都 属于 各 位 作者 本 人 ,而 与 NSF.MAA、 编 者 或 


者 这 个 计划 的 任何 参与 者 的 观点 没有 必然 联系 。 

许多 人 以 各 种 方式 为 这 四 卷 书 的 出 版 作出 了 他 们 的 努力 ,在 
此 无 法 一 一 提 及 ,然而 ,除了 作者 ,编者 以 及 上 面 提 到 的 名 字 以 外 ， 
还 有 两 个 人 为 这 几 卷 书 的 出 版 作出 了 特殊 贡献 ,应 该 得 到 真正 的 
荣誉 。Katherine B. Magann 在 CUPM 办 公 室 关闭 前 儿 年 一 直 在 
CUPM 工作 ,完成 了 报告 一 --“ 应 用 数学 中 的 事例 研究 ”。Carolyn 
D. Lucas 协助 管理 1976 年 MAA 的 专题 研究 小 组 ,负责 60 个 模 
型 的 完成 以 及 担任 这 四 卷 书 的 责任 编辑 。 没 有 她 坚持 不 懈 的 努力 ， 
或 许 就 不 能 有 这 一 庞大 计划 的 最 后 完成 。 


W.F. PEA 
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第 一 卷 的 序 


第 一 养 由 .23 章 组 成 ,它们 涉及 数学 模型 以 及 利用 微分 方程 求 
解 等 问题 ,第 一 部 分 的 各 章 论 述 了 建 模 过 程 中 最 初 的 .通常 也 是 最 
重要 的 部 分 :如何 把 所 给 的 问题 转化 为 数学 问题 ,Henderson West 
所 瑟 的 第 一 章 展 示 了 如 何 把 各 种 应 用 是 转化 为 微分 方程 , 而 
Frauenthal 所 写 的 第 三 章 讨论 了 群体 增长 模型 的 某 种 特殊 情况 ， 
这 是 当前 的 热门 课题 之 一 .第 一 章 描述 了 如 何 分析 一 个 微分 方程 ， 
并 根据 此 方程 得 出 定性 的 结论 ,这 一 章 也 是 由 Henderson West 写 
的 。 作 者 们 翔实 地 论述 了 这 三 章 , 写 得 极 透 彻 ,这 在 一 般 教 科 书 中 
是 少见 的 ,因此 ,对 于 初学 建 模 的 学 生来 说 ,这 三 章 属 * 必 读 ” 内 容 。 

Braun 所 写 的 第 工 部 分 中 的 三 章 , 讨 论 了 三 个 不 同 的 得 都 是 
非常 重要 的 问题 ,对 这 些 问 题 均 可 建立 一 阶 微分 方程 寞 型 并 将 其 
完全 解 出 。 有 趣 的 是 ,这 些 文章 所 播 述 的 工作 ,最 初 并 不 是 由 数学 
家 们 做 的 , 而 是 由 化 学 家 ,生物 学 家 和 社会 学 家 们 完成 的 (事实 上 ， 
本 卷 中 的 许多 篇 章 都 是 如 此 ) 。 

” 第 下 部 分 基本 上 是 第 工 部 分 的 继续 ,不 同 的 是 ,对 这 部 分 问题 
的 建 模 采用 的 是 高 阶 线性 方程 和 可 解 的 一 阶 方程 组 。 在 Braun, 
Coleman 和 Powers 所 写 的 三 章 中 可 以 看 到 ,微分 方程 组 可 用 来 为 
十 分 复 交 和 深奥 的 间 题 建立 模型 ,而 且 所 得 到 的 结果 通常 是 非常 
SAMBA. . 

在 第 W 部 分 中 ,Baker 和 Drew BAYA RRR TM EA 
论 的 某 些 问题 上 的 应 用 :它们 提供 了 另 一 类 令 人 感 兴趣 的 模型 。 虽 
然 得 到 的 结论 并 不 像 前 面 各 章 中 结论 那样 有 说 服 力 和 引 人 注 目 ， 
但 是 ,它们 仍然 十 分 重要 .因为 它们 表明 了 数学 如 何 帮助 我 们 理解 
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复杂 的 .甚至 是 不 可 控制 的 和 无 法 求解 的 问题 。 

在 第 Y 部 分 中 ,Braun 和 Coleman 写 的 五 章 叙 述 了 非 线性 方 
程 组 及 其 在 生物 学 和 生态 学 的 重要 问题 上 的 应 用 。 借 助 微 分 方程 
定性 理论 的 方法 ,我 们 可 以 获得 强 有 力 的 结论 。 有 趣 的 是 ,人 们 注 
意 到 微分 方程 的 定性 理论 最 初 是 从 物理 学 和 天 文学 问题 中 引申 出 
来 和 的。 同样 地 ,这 些 方法 在 生物 科学 中 也 有 过 重要 的 应 用 。 确 实 ， 
这 样 一 种 强 有 力 的 和 完善 的 理论 之 存在 , 曾 激 发 了 许多 数学 家 去 
研究 生物 学 和 生态 学 中 的 某 些 著 名 问题 。 

第 可 部 分 中 的 各 章 论 述 了 运用 偏 微 分 方程 建 模 的 系统 ,这 是 
数学 分 析 中 比较 困难 的 领域 之 一 。Borrelli 的 文章 是 这 部 分 的 基 
础 , 它 仔 细 地 叙述 了 这 方面 的 理论 以 及 实际 的 模型 。Drew、Meyer 
和 Porsching 所 写 的 其 余 三 章 论述 了 现实 生活 中 的 一 些 重要 而 具 
体 的 应 用 问题 。 


Martin Braun 

Courtney S. Coleman 

Donald A. Drew 
1982 年 7 月 
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单位 符 避 英文 名 称 | 中 文 名 称 | 备注 
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Cc | celsius | 摄氏 | 
cal calorie FECHE] 
cm centimetre 7 厘米 
D | day | 天 | 
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fortnight] 双 周 | 
ft foot | AR 1ft= 30. 48em 
furlong | | 浪 | e201 25k 
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in inch 时 lin=2. 54cm 
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ml millitre | Ft o 
mo month B 

N Newton EE] 

oz ounce al loz= 28. 35g E 
pdi poundal TA lpdi=0, 138255N 
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T ton mti 
veh vehicle 辆 

yr year 年 
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第 I 部 分 


Rr o 微分 方程 ， 模型 ， 
及 其 应 用 


第 1 章 


由 应 用 题 建立 一 阶 微分 方程 


Beverly Henderson West * 


mi} 


l 4 


解 *“ 应 用 题 * 有 时 是 比较 麻烦 的 .不 过 你 已 经 知道 ,只 要 把 问题 
解释 清楚 并 注意 到 所 用 到 的 单位 的 种 类 ,就 可 以 解雇 大 多 数 母 须 
用 微 积 分 的 应 用 题 。 下 面 就 是 这 类 问题 的 一 个 半 几 例子 。 

fli 一 个 星期 天 , 某 人 驾车 在 正午 时 分 离开 六 处 ,下 午 3 点 
20 AAA A Ab, FELA 55mi/h ES ET. MA BIB AS 
远 ? 

- 解 * 距离 一 速度 xX 时 间 
= (55mi/h)| 3 Èh | 


= (35) 5 | mi 


3 | 
“= 183 <mi 


注 在 本 例 及 本 章 的 其 它 例 子 中 ,对 于 关键 的 数学 语句 ( 方 


a 


Department of Mathematics, Cornell University, Ithaca NY 14853. 
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程 、. 解 、 初始 条 件 ， 答案 等 )， 我 们 在 计算 过 各 ih Ft AC: > 在 其 
前 面 标 出 。 ， 
用 到 微分 方程 的 应 用 是 ， 比 我 们 上 面 所 讨论 的 应 用 同 题 要 图 
难 些 。 比 较 一 下 例 二 和 例 2. 
。 2 一 企 星期 天 , 某 人 鸭 车 在 正午 时 分 离开 4 处 ,下 午 3 点 
20 分 到 达 怠 处。 如 建 度 计 所 指示 出 的 那样 ,他 从 静止 开始 ,均匀 地 
如 速 , 当 他 到 达 是 处 时 ,速度 为 60mi/h. M A 到 上 8 有 多 远 ? 
A ”一 位 缺乏 经 验 的 学 生 可 能 怀疑 所 提供 的 信息 不 充分 。 实 
际 上 ,速度 计 读 数 均 匀 增 加 意味 着 车 速 是 时 间 的 线性 聊 数 ,而 速度 
又 是 虐 离 关于 时 间 的 导数 。 放 是 
dS/di = at + (mish), 
积分 :得 
"一 Lar + t + cilmi), 


车 t 以 小 时 度量 , 则 何 题 中 的 其 余 信息 告诉 我 们 
-D SO) =0; 
®© dS/di(0) = 0; 
®© ds/de| 3 +] = 60; 


© ls- 
前 三 个 全 件 吓 以 算出 abc 而 第 四 个 将 给 出 问题 的 管 案 ， 
c=0 《由 @), 
a = 18¢y @). 
因此 
sl3 +) = 97 = ef ey)" =- 100mi, 


这 就 是 从 A BB 的 距离 ， 


DIRANTE SLA A ER EAR 
MB. 例如 ,你 可 能 知道 "由 静止 开始 "意味 着 dsydqt = qt, 但 是 ， 
你 实际 上 是 利用 了 问题 所 给 的 信息 (条 件 D 而 得 知 常数 2 一 0 

让 我 们 来 看 另 一 个 简单 而 常见 的 微分 方程 应 用 题 。 

例 3 细菌 的 增长 率 与 总 数 成 正 出 。 如 果 培 养 的 细 蓝 总 数 在 
24h 内 由 100 增长 为 400 ,那么 ,前 12h 后 总 数 是 多 少 ? 

BR ”第 一 句 话说 的 是 任何 轰 间 都 成 立 的 事实 ;第 二 句 话 给 出 
的 是 特定 县 问 的 信息 。 如 果 我 们 用 yp 表示 总 数 , 第 一 句 话 告诉 
我 们 
. * dy/di = ky, 
EA 

y= Ae. 
4 和 站 这 两 个 常数 可 以 由 问题 中 第 二 句 话 提供 的 信息 计算 出 来 ， 
Bi 
"®© yo) = 100, 


Ail "© y(24) = 400, 
其 中 上 ADA. DERA 
yO) = AP = A = 100. 
名 意味 着 
y{24) = 100e = 400. 
它 给 出 
k = (In4)/24, 
故 
eye = 1000", 
RTD 


. yC12) = 100e Dn = 200 个 细菌 。 
《求解 过 程 的 全 部 细节 将 在 习题 1 中 讨论 。) 
注 ”我们 选择 小 时 作为 上 的 单位 . 如 果 用 天 作 单 位 ( 则 24h 给 


See 
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it =1,12h But = 1/2), EA AR. ee E 

前 后 一 致 :你 就 可 以 任意 选择 时 间 单 位 。 在 习题 1 中 你 可 以 证 实 ， 
用 天 取代 小 时 后 ， BERRE PA ER BOIER AEF. 但 
是 最 终 的 答案 将 是 一 样 的 :总 数 一 200. 

你 已 看 出 ， 涉及 微分 方程 的 应 用 题 比 例 1 需要 更 多 的 解释 说 
明 , 前 且 不 可 能 把 数据 一 下 子 放 到 一 个 方程 中 去 。 让 我 们 来 概括 一 
下 例 2 和 例 3 所 遵循 的 和 模式， 

对 于 涉及 一 个 你 粮 于 时 间 : 的 量 y 的 情况 ,建立 一 个 给 出 y 、y 
与 + 之 间 关 系 的 方程 , 它 在 任何 特定 时 刻 t 者 成立, 对 这 个 方程 积 


- 分, 便 得 色 一 个 只 含有 > 和 上 而 不 含 y 的 新 方程 .这 个 新 的 方程 中 


含有 积分 常数 ,并 且 对 任何 特定 的 上 仍然 成 立 . 现 在 ,问题 中 给 出 
的 仅 在 一 些 特 定时 刻 成 立 的 信息 (如 "列车 的 制动器 在 上 午 11 点 
22 分 失灵 “) 将 用 来 计算 这 些 积分 常数 以 及 任何 其 它 参 数 (线性 参 
救 .比例 参数 等 )。 最 后 ,我 们 得 到 一 个 函数 y(t) ,对 任何 其 它 的 + 
值 : 可 立刻 算出 yo 的 值 - 下 一 节 我 们 将 在 这 个 模式 的 基础 上 展 
开 讨论 。 


2. 若干 准则 


即便 是 给 出 无 数 条 有 关 应 用 题 的 准则 ,我 们 也 得 不 到 一 种 建 


， 立 和 解决 所 有 这 些 间 题 的 通用 法 则 ， 但 是 我 们 可 以 列 出 必须 充分 


注意 的 关键 之 处 。 . 

记 住 ,你 要 找 的 是 微分 方程 的 一 条 解 曲线 .微分 方程 所 反映 的 
思想 是 :如 果 你 知道 曲线 上 每 一 点 处 的 导数 以 及 它 的 忆 始 点 , 那 
么 ,你 就 能 够 重新 构造 这 条 解 曲 线 。 

1) 转 化 ”在 实际 问题 中 ,有 许多 表示 “导数 ” 约 常 用 词 ,如 “到 
率 ”“ 增 长 "(在 生物 学 以 及 人 口 问 题 研 究 中 ) “衰变 "(在 放射 性 癌 
题 中 ) ,以 及 “边际 的 (在 经 济 学 中 ) 等 。“ 改 变 "“ 变 化 "增加 ”， 
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“减少 ”这些 词 就 是 信号 ,要 注意 什么 在 变化 ,导数 也 许 用 得 上 .( 参 
看 下 一 节 例 5. ) 

BB ARTS AMEE RARR DERTEN 
该 用 已 知 的 定律 呢 ? 还 是 必须 去 推导 问题 的 合适 结果 ? 对 这 些 问 
题 的 回答 将 直接 引导 你 如 何 去 处 理 问题 。 如 果 涉 及 的 是 你 所 不 熟 
悉 的 领域 ,那么 , 当 你 第 一 次 遇 到 这 些 问题 时 ,你 可 能 会 十 到 无 从 
下 手 。 在 后 续 的 例题 中 ,我 们 对 这 一 点 将 给 予 特 别 注意 。 

不 少 问 题 都 遵循 着 下 面 的 模式 : 

兆 变 化 率 一 输入 率 一 输出 率 。 
如 果 当 这 个 模式 出 现 的 时 候 你 能 理解 它 ( 并 且 你 使 用 的 是 正确 的 
物理 单位 ), 或 许 你 所 要 的 微分 方程 就 近 在 店 尺 了 。 | 

2} 微 分 方程 ”微分 方程 是 一 个 在 任何 时 刻 都 必须 正确 的 瞬时 
表达 式 。 这 是 数学 问题 的 核心 。 如果 你 看 到 了 表示 导数 的 关键 词 ， 
你 就 想 要 寻找 ,y 及 # 之 间 的 关系 ,首先 , 把 注意 力 集中 在 文字 形 
式 的 总 关系 式 上 ,如 “速率 = 输入 一 输出 ”。 写 出 这 些 关系 式 ,然后 
确信 你 填写 好 了 式 子 中 所 有 的 项 。 

3) 单 位 一 旦 你 认定 了 哪些 项 应 该 列 人 微分 方程 中 ,你 就 要 
确保 每 一 项 都 采用 同样 的 物理 单位 (例如 ,gal/min, furlongs/ 
fortnight). 但 是 ,在 实际 (以 及 书本 ) 练 习 中 ,本 来 并 不 保证 这 一 
点 ,对 物理 单位 予以 注意 常常 对 完成 微分 方程 本 身 也 有 玫 助 (参见 
后 面 的 例 5 。 

4) 给 定 的 条 件 “这些 是 关于 系统 在 革 一 特定 时 刻 的 信息 。 它 
们 独立 于 微分 方程 而 成 立 。 在 微分 方程 解 出 后 ,我 们 利用 它们 来 确 
定 有 关 的 常数 ,这 些 常数 包括 比例 系数 . 原 微分 方程 的 其 它 参 数 ， 
以 及 解 中 的 积分 常数 。 

为 了 完整 .充分 地 给 出 间 题 的 数学 陈述 ,应 将 这 些 给 定 的 条 件 
和 微分 方程 一 起 写 出 , (在 例 2 和 例 3 中 ,这 项 工作 被 推迟 了 ,目的 
是 要 说 明 它们 的 必要 性 .》 


be rt HH ke 
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5 概念 框架 如 前 所 述 ,在 我 们 的 所 有 例题 中 , 黑 点 (，) 标 志 
着 关键 的 数学 语句 ,从 而 帮助 协 抓 住 整个 解 题 过 程 中 的 主要 步骤 。 
在 一 个 典型 问题 中 ， 当 你 依次 得 到 下 面 这 些 结 汪 时， KEERA 
完成 了 : 

把 用 语言 儿 述 的 情况 概念 化 为 文字 方程 ; 

陈述 出 所 涉及 的 原则 或 物理 定律 

微分 方程 ; 

给 定 的 各 种 条 件 ， 包括 初始 条 件 或 其 它 条 件 ; 

微分 方程 的 解 ; 

求 出 了 常数 的 解 ; 

问题 的 答案 。 
你 需要 找 出 所 有 这 些 关键 步骤 。 我 们 把 这 些 步骤 的 全 体 称 为 “ 框 
BR”. 在 问题 中 ,每 一 步 的 目的 就 是 为 了 完成 框架 中 下 步 所 要 做 的 
事 。 


当 你 比较 深入 地 钻研 到 微分 方程 (DE'。) 领域 时 ， 这 些 应 用 问 


题 的 计算 部 分 就 变 得 更 长 更 复杂 了 ,这 可 能 导致 无 条 理 的 头脑 在 
研究 应 用 问题 中 失利 。 在 最 终 得 到 简单 的 结果 之 前 ,你 往往 要 用 很 
多 篇 幅 来 计算 ,以 至 于 你 已 经 忘记 了 这 不 过 是 原始 问题 中 的 一 小 
部 分 。 这 在 高 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 .微分 方程 组 ,或 者 在 偏 微分 
方程 中 尤其 如 此 。 所 以 从 现在 起 就 应 该 学 会 条 理化 。 

你 常常 想 一 下 就 知道 做 到 哪 一 步 了 。 全 赁 脑子 来 做 这 些 事 是 
和 危险 的 ,如 果 你 一 定 要 知道 的 话 ,那么 , 写 出 框架 是 很 重要 的 .如 果 
你 希望 别人 能 够 看 私 你 的 工作 ,那么 , 写 出 一 个 清楚 的 框架 就 是 必 
要 的 了 。 


学 
和 


+ è 2 u © a ee 


”在 这 些 准则 中 ， 我 们 很 少 谈 及 微分 方程 的 解 因为 这 不 是 本 章 
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BY B A9. FR TSE BY A A REO ES RE RAS t 


算 . 对 于 那些 较 简 单 的 问题 , 我们 所 讲 的 技法 看 起 来 似乎 是 杀 鸡 用 
了 宁 牛 力 。 但 是 ,我 们 的 目的 是 要 帮助 你 解决 困难 的 问题 ， 

有 关 解 决 需 要 用 到 一 阶 微分 方程 的 应 用 题 的 一 般 原 则 就 是 这 
。 在 你 寻找 解法 的 时 候 , 记 住 下 面 这 五 条 准则 一 - 

翻译 ; 

建立 瞬时 表达 式 ; 

配备 物理 单位 ; 

LE RE WS RAE 

写 出 清楚 的 框架 。 
要 得 到 更 多 的 对 解 是 过 程 的 感性 认识 ,唯一 的 方法 就 是 试 着 解决 
一 些 问题 ， 
现 广 ,你 应 该 能 够 探索 练习 了 。 下 一 小 节 我 们 给 出 了 一 些 例 
题 ,这 些 例题 对 你 的 某 些 卡 党 的 地 方 可 能 会 有 些 带 助 ,但 也 可 能 没 
有 。 我 们 只 是 提供 一 种 可 能 的 思维 训练 而 已 。 


3 学 A 


如 果 在 阅读 解法 之 前 ,你 自己 先 试 着 做 一 下 ,那么 ,你 将 从 这 
些 例题 中 得 到 尽 可 能 多 的 收获 .你 的 目的 是 学 会 解决 应 用 题 ,而 不 
仅仅 是 看 看 别人 的 做 法 。 你 或 许 会 创造 一 种 与 我 们 的 解法 不 同 的 
正确 解法 (就 像 例题 1 那样 )。 要 检验 的 是 你 是 否 得 由 了 同样 的 答 
案 。 如 果 你 的 答案 不 对 , 那 就 看 春 你 漏 掉 了 什么 ,或 在 什么 地 方 错 
了 。 要 是 你 运气 不 好 ,就 去 请 教 一 下 别人 

例 4 将 室内 一 支 读数 为 60* 的 温度 计 放 到 室外 。 lomin 后 ， 
HEH 89 EHOW 70°; 又 过 了 10min, 读数 为 ?5°. 先 不 用 计算 , 扒 
测 一 下 室外 的 温度 。 然 后 ,利用 牛顿 的 冷却 定律 计算 出 正确 的 答 
R. 


INE 


me W Aa de da 


9 


Pao ee tak Be OBE TO RA ab 
于 常温 zw 的 介质 中 时 ,的 变化 速率 正比 于 7' 与 周围 介质 的 温度 
差 , 在 这 个 数学 模型 中 ,假定 介质 足够 大 ,从 而 , 当 放 人 一 个 较 热 或 
较 冷 的 物体 时 ， ”基本 上 不 受 影 响 实验 证 明 ， 这 是 一 个 相当 好 的 
近似 。 …: 
解 显然 ,对 于 这 个 应 用 题 ， 首先 要 做 的 是 了 解 牛顿 定律 的 人 
义 ,这 已 经 做 过 了 。 所 以 ,用 了 两 恬 话 来 作为 我 们 求解 的 出 发 点 。 

你 应 该 将 目标 对 淮 第 三 段 中 的 关键 词 “以 某 一 速度 变化 >。 这 
BE AT /de 57 T mRANK. Bf - aT de = ACE — m). A 
出 的 三 个 特定 条 件 是 ; os, 

. T00) = 66, T0 = 70, T20) = 76. 

其 中 :的 单位 是 分 钟 ,而 了 的 单位 是 度 .微分 方程 的 解 为 "了 一 Ae" 
十 加 ,其 中 的 三 个 常数 4 必 .m 完全 可 以 由 所 给 的 三 个 条 件 解 出 。 
(BAYH 2.) 

秽 在 ,我 们 来 看 阿 题 所 问 的 是 什么 ?简单 地 说 ， 就 是 - m 是 多 
D? 正如 我 们 已 经 注意 到 的 ,问题 中 己 给 了 足够 的 信息 .我们 还 注 
意 到 ,至 少 对 这 个 问题 而 言 ,你 并 不 需要 求 出 4 或 来 (除非 在 求 
m 的 过 程 中 你 需要 它们 ) ,不 过 你 应 该 注意 到 ,在 t 无 限 增加 时 ,为 
使 了 趋 于 常数 区 ,必须 是 灸 的 ,所 以 认识 到 这 一 点 是 聪明 的 。 

例 5 某 人 的 食量 是 2 500cal/ 天 ,其 中 1 200cal 用 于 基本 的 
新 陈 代 户 5 即 自动 消耗 )。 在 健身 训练 中 , 他 所 消耗 的 大约 是 
ical/kg/ 天 乘 以 他 的 体重 (kg)。 假 设 以 脂肪 形式 贮藏 的 热量 
100% AYA. WT 1kg 脂肪 含 热 重 10 000cal, 求 出 这 人 的 体重 是 怎 
样 随 时 间 变 化 的 。 l 
SATR AAAI E OR TB A A RAR ARE RE FB 
以 ,这 是 一 个 让 你 自己 试 着 动手 的 很 好 的 例子 将 本 例 的 其 余部 分 
盖 起 来 ,对 所 讲 的 解 题 程序 作 一 次 练习 。 当 你 卡 住 时 ,你 就 移 开 纸 
看 看 ,直到 你 想 通 了 ,然后 再 试 试 你 能 不 能 从 这 里 继续 做 下 去 。 
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解 在 问题 中 并 没有 "导数 "这 样 十 分 关键 的 词 出 现 : 但 是 我 
们 可 以 把 注意 力 集中 于 最 后 的 问题 , 它 指出 * 我 们 想得到 体重 ( 记 
FE w) 关于 时 间 的 函数 ,如 果 我 们 把 名 看 成 是 关于 时 间 : 和 连续 函 
数 ,我 们 就 能 找到 一 个 含有 dzw/dz 的 微分 方程 。 

问题 中 所 涉及 的 时 间 仅 仪 是“ 每天”, 所 以 ,你 就 把 注意 力 集 中 
于 一 天 并 尝试 着 列 出 概念 性 的 陈述 ,如 

每 天 ,重量 的 变化 一 输 人 一 输出 ; 

输入 是 指 扣 除了 基本 新 陈 代谢 之 外 的 净重 景 吸收 ; 

输出 就 是 进行 健身 训练 时 的 消耗 (WPE) 。 

由 于 我 们 的 用 的 是 考察 导数 ,因此 ,上 面 的 陈述 可 以 合并 为 更 
好 的 概念 性 陈述 : 

" 体重 的 变化 / 餐 天 二 净 吸 收 量 /每 天 一 WPE/ 每 天 。 

这 是 一 个 很 好 的 结构 式 。 我 们 可 以 填充 各 个 部 分 了 。 

每 天 的 净 吸 收 量 二 2 500cal/( — AK BPM AD) 

一 1 200calf (一 天 中 新 陈 代 谢 所 消耗 掉 的 ) 


=] 300cal/ R. 
每 天 的 净 输 出 二 16(Ccal/kg) /天 XX wke Ze WPE H) 
一 16weal/ 天 ， 
体重 的 变化 /天 = 人 kgj 天 一 名 T kg/ 天 ， 
“ 当 点 一 0 时 ) 


这 就 是 我 们 记 需 要 的 关于 连续 变化 函数 wt) 的 瞬间 关系 , 正 
如 你 已 经 注意 到 的 , 有些 量 是 用 能 的 形式 tcal) 给 出 的 ,而 男 外 一 
些 是 用 重量 的 形式 (kg) 给 出 的 ,关于 结构 式 左 边 的 单位 (kg/ 天 ) 
与 在 右边 出 现 的 单位 tcal/ 天 ) 不 相配 的 问题 ,你 该 管 么 办 呢 ? 这 就 
是 有 关 信 息 的 最 后 一 句 话 的 有 用 之 处 , 它 给 出 calykg, 我 们 可 以 利 
用 


_ cal/ 天 
kg/ K = To G00cal /keg’ 


因此 ,将 数据 代 人 进去 ,得 
. ,dw _ (2 500 — 1 200) — l6w 


dz 10 000 a) 
这 个 式 子 可 用 物理 单位 检查 如 下 : : 
kg _ calf 天 一 (Ccal/ke)/ KR) (kg) 
天 cal/kg . 


在 你 的 答案 中 会 有 和 多少 常数 呢 ? 一 个 , 即 由 积分 产生 的 ,这 样 ,为 了 
得 出 这 个 人 在 某 一 天 中 体重 的 数字 管 案 , 你 需要 多 少 给 定 的 条 件 
嘱 ? 一 个 ,例如 开始 时 他 的 体重 ;* + = 0,w = wy 

现在 , 例 5 的 问题 已 经 完全 建立 起 来 ,可 以 进行 常规 的 计算 了 。 
不 过 ,我 们 还 将 把 这 个 问题 继续 讨论 下 去 ,以 追踪 所 说 明 的 问题 及 
其 结果 ,用 分 高 变量 可 以 很 容易 地 求 得 微分 方程 (1) 的 解 , 再 往 下 
做 : 


dz _ dr 
1 300 — léw 10 600° 
1 ot 
— Ts ll 300 lëre | = T7909 tE 
利用 所 给 的 初始 条 件 , 算 出 常数 
a 1 _ 
C =— jeln|l 300 — 16we |, 
从 而 得 
|1 300 — 16w| = |1 300 — l6w [exp(— 162/10 000), 


因为 指数 因子 是 正 的 ,因此 (1 300 一 16w) 与 (1 300 一 16w) fl 
号 , HRN Vie AS ER. 

1 300 — t6w = (1 300 — 16x, Jexp(— 16¢/10 000). 
解 出 w 


« ROOM ACT RE ER OL PERRATZEN ERIT see >t fi 
SAO" TE EAH ep Pail ILMEEN A a. 
Hit, TED ER AREA SOMME PaO bola wl 
exp(— 16¢/ 1 000}, 20ER CL 300 — 160) 与 (1 300 一 :bsuny 同 号 。 Dee | 
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_ 1300 / 1306 — Lew) 
16 16 

这 样 ,我 们 就 回答 了 所 提出 的 问题 ,现在 ， 我 们 再 来 考虑 一 个 可 能 
的 附加 问题 ， 这 个 人 的 体重 会 达到 平衡 吗 ?” 

由 C2) 我 们 可 以 回答 这 个 问题 : 当 : 一 oo 时， 表达 式 (2) 的 右 六 
第 二 项 趋 于 0” i w 1 300/16kg. 但 是 ,我 们 也 订 以 直接 由 微分 
方程 (1) 回 管 这 个 问题 ,在 平衡 状态 下 ,w 不 发 生变 化 ,所 以 dee /de 
= 0. 这 就 非常 直接 地 给 出 了 


exp(— 164/10 000) (kg) (2) 


Wg = 1300, . 


所 以 ,如 果 我 们 需要 知道 的 仅仅 是 这 个 平衡 值 ,我 们 就 不 必 去 解 微 
分 方程 了 ! 只 要 在 (1) 式 之 后 添上 一 行 就 可 结束 。 

例 6 6%% 的 连续 复 利 相当 于 年 利率 客 少 ?如 下 所 未 , 用 微分 方 

的 思想 很 快 就 能 解决 这 个 问题 ,不 过 ,有 些 人 认为 在 银行 利息 问 
-i 采用 这 种 方法 不 太 自 然 : 这 个 问题 也 可 直接 地 且 更 传统 地 当 
作 普 道 利息 的 延 仲 来 解决 ,习题 3 中 描述 了 这 种 方法 的 要 点 。 

RM iSO) BEC NANAK SO) 中 包括 连续 复 利 。 在 … 
三 0 时 . 设 5S = 5., 它 简单 地 表示 了 最 初 的 金额 , 即 本 金 。 

那么 所 问 的 阿 题 是 什么 ?实质 上 就 是 癌 一 年 内 增加 了 多 少 钱 ? 
如 果 在 :一 1 时 ,我 们 设 S = 5. 

9 一 S， 


“等 价 年 利率 一 PMPA = 


“利率 "就 是 dS/di, 这 是 因为 单位 时 间 内 存款 3 的 姐 时 变化 仅仅 联 
决 于 该 时 刻 的 利息 计算 。 因此 , 由 于 连续 复 利 , i — me 
dS /de = 0.065.[ 对 这 个 微分 方程 的 另 一 种 叙述 是 这 样 的 ; 
d/d = 存款 总 数 的 变化 率 。 所 以 ,等 一 业 元 在 帐 中 的 变化 率 = 
0. 06 = (dS/de)/S]. 这 个 征 分 方程 有 通 解 .5 = Ae. (在 习题 1 


* 厌 文 "这 个 表达 式 的 右 撕 项 "有 误 , 应 为 ” 右 端 第 二 项 "一 一 详 注 
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中 你 可 以 检验 这 个 结果 , 设 y = 5,# = 0. 06)。 

我 们 需要 一 个 条 件 来 确定 4, 这 可 通过 设 上 一 0 时 , 5 一 5, 而 
得 到 。 将 这 个 初始 条 件 伐 人 通 解 中 , 得 "5 = Soe**， 别 忘 了 我 们 
要 求 的 是 年 利率 (5; 一 S/S BAG. 求 出 5, 一 Spe 一 
.1.061856， 则 

Si — So _ (1. 0618 一 1S, 
So So 
或 "6.18% 的 年 利率 ,注意 ,对 这 个 特定 的 问题 ,我 们 并 不 需要 常数 
So 的 值 ,从 数学 上 讲 , 就 是 所 求 的 管 案 与 5, 无 关 ， 

A? 在 一 个 巴基斯坦 洞穴 里 ,发 现 了 具有 古代 尼 安 德 特 人 特 
征 的 人 骨 碎 片 ,科学 家 们 把 它们 带 到 实验 室 , 作 碳 14 年 代 测 定 ,分 
析 表 上 明 ,C* 与 C* 的 比例 仅仅 是 活 组 织 内 的 6. 24 听 ,此 人 生活 在 多 
少年 前 ? 

‘ 碳 14 年 代 测 定 :活体 中 的 矶 有 一 小 部 分 是 放射 性 同位 素 CH. 
这 种 放射 性 碳 是 由 于 宇宙 射线 在 高 层 大 气 中 的 擅 击 引起 的 ,经 过 
一 系列 交换 过 程 进 入 活 组 织 中 ,直到 在 生物 体 中 达到 平衡 浓度 .这 
意味 着 在 活体 中 ,C* 的 数量 与 稳定 的 C* 的 数量 成 定 比 ,生物 体 死 
亡 后 ,交换 过 程 就 停止 了 ,放射 性 碳 便 以 每 年 八 千 分 之 一 的 速度 减 
少 。) 

解 ” 太 14 年代 测定 可 计算 出 生物 体 的 死亡 时 间 ; 所 以 ,我 们 的 
问题 实际 上 就 是 “这 人 死去 多 入 了 ?? 若 设 t = 死 后 年 数 及 - yl) 
= CC 例如 mgC*/meC") , 则 上 文中 最 后 一 句 话 就 给 出 了 我 
们 的 微分 方程 ,单位 为 mgC" /mgC*/yr. (与 关键 词 “ 速 率 " 相 当 ) 


dy y ys 
' > goo (YT > CZ) - 


放射 性 衰变 的 这 种 性 质 还 可 描述 为 “放射 性 物质 在 任意 时 刻 


= 0.0618, 


* 原 交 等 式 右 端 误 为 一 1/8 000yr. 译注 


14 


前 衰变 速度 都 与 该 物质 现存 的 数量 成 比例 ” i CHAS EE aR Oy FE 
年 八 于 分 之 一 。 

积分 后 , 解 中 只 带 一 个 党 数 , 故 给 出 一 个 条 件 就 可 以 了 .这 可 
由 生物 体 的 死亡 时 间 给 册 . 当 ' 一 0 时 , 设 y= yo BRR PCR 
比例 。 l 

微分 方程 的 通 解 为 ， 

"y= ke 
还 翻 两 步 :算出 上 及 回答 问题 ， 
初始 条 件 告 诉 我 们 一 yo A 
"y= Yoe 8 000 
问题 要 我 们 求 出 "y= 0. 0624y. 时 的 上 
0. 062d yy = ye “smn 
t =— 8 000In0. 0624 =- 22 400yr 

这 就 是 此 人 的 死亡 年 数 。 

注 现在 , 碳 14 年 代 测定 法 已 受到 怀疑 一 在 2 500 到 10 000 
年 前 这 段 时 间 中 与 其 它 类 代 法 的 结果 有 差异 .1966 年 ,耶鲁 实验 室 
的 Minze Stuiver 和 加 利 福 尼 亚太 学 圣地 亚 哥 分 校 的 Hans E. 
Suess 在 一 份 报告 中 指出 了 这 一 时 期 使 磋 14 年 代 测 定 产生 误差 的 
根本 原因 ,在 那个 年 代 , 宇宙 射线 的 放射 强度 减弱 了 ,偏差 的 峰值 
发 生 在 大 约 6 000 年 以 前 ,这 两 位 研究 人 员 的 结论 出 自 对 
Brist/econe 松 树 所 作 的 磋 年 代 测 定 的 结果 ,因为 这 种 松树 同时 还 
提供 了 精确 的 年 纶 断代 ,他 们 提出 了 一 个 很 成 功 的 误差 公式 ,用 来 
校正 根据 磋 测 定 出 欧 2 300 到 6 000 年 前 这 期 间 的 年 代 : 
真正 的 年 代 = Cu 年 X1.4 一 900， 

例 8 ”一 只 上 装 满 水 的 圆柱 型 棚 , 底 半 径 为 10f ,高 为 20ft ,底部 
有 一 直径 为 1ft 的 小 孔 . 问 桶 流 空 需 多 长 时 间 ? 

对 孔 口 的 流速 需 作 一 个 物理 假设 .即使 你 党 得 与 物理 学 相差 
其 远 , 还 是 请 你 考虑 下 面 的 分 析 .假设 上 时 刻 的 流速 依赖 于 此 刻 情 


ef OOO 
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AKAI SE aCe. AR eR KI Ad E 
速 比 几乎 室 了 的 时 候 要 快 ( 水 越 深 所 产 
生 的 将 水 喷 出 小 攻 的 压力 越 大 ) ,进一步 
地 , 若 假 设 无 能 量 损 失 , 那 么 , 当 少 量 水 
流出 时 ,顶部 减少 的 势能 须 等 于 等 量 的 
水 流出 小 孔 时 的 动能 . 即 在 任意 时 刻 有 


mgh 一 Smut ， 


于 是 Bii 
"v = af bgah, 

这 就 是 物理 学 中 的 托 里 拆 利 定律 ,其 中 & 为 重力 加 速度 .从 物理 上 
讲 , 这 个 模型 可 能 过 于 简单 了 , 但 至 少 速度 依赖 于 高 度 看 来 是 合理 
的 .更 进一步 的 物理 假设 可 能 会 产生 更 好 的 速度 公式 ,不 过 ,这 并 
不 会 改变 我 们 下 面 所 要 进行 的 数学 分 析 。 

解 问题 的 提 法 告诉 我 们 要 注意 体积 。 随 着 水 从 小 孔 流 出 , 桶 
内 水 的 体积 不 断 减 少 . 设 A 为 桶 的 水 平面 积 ,B 为 孔 的 水 平面 积 。 
则 在 任意 时 间 间 隔 dt 内 ， 


一 Adh = 十 Bds 
“三 内 水 的 体积 减少 ) 《这 出 水 的 体积 增加 ) 


我 们 的 问题 是 什么 ?什么 时 候 ( 即 :为何 时 )j 一 07 因 此 须 求 出 
&(2), 到 目前 为 止 我 们 已 经 有 了 一 个 关系 式 , 它 可 改写 成 由 = 
— (B/A)ds, 其 中 有 4 与 8 可 以 算出 ,但 ds 如 何 ? 

我 们 掌握 的 另 一 个 信息 就 是 速度 产生 了 ds. 故 可 作出 如 下 代 
ik. 


ds = (ds/doyde = vdt 
AAT 
"dh =— (8/A)udi, 
我 们 可 以 算出 下 面 这 些 量 
A = n103 
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= (1/24) Et? 
v = a gh = S2032)4 = = 8h?ft/s, 


作 代 换 及 变量 分 离 ， 得 
La, — 8(1/24)? 


-h` IdA To? di 

从 而 
1 一 8C17243 

Bh? m= Tt + K. 

t= OFA = 20,49 K = 2/20. RAVER A = 0 时 的 二 故 
_ __100 _ - 
t = gaya 2N 0 18(h) (或 64 800s). 

练 5J 


CREAR YATE. D 
1. 完成 恒 3 中 的 下 列 细节 : 
a) 和 解 dy/ 中 一 Ay( 用 分 离 变量 法 } 得 出 
y= AY, 
b) 证 明 yi2) = 400 BR A= (Ind) 2A. 
c) 证 明 y(t123 一 200. 
d) TEIA MRA REA R AGB DEER «LB 200. 
2. Seed P TAT : 
D Mah fdr eT na 了 = Ae* + m. 
by AA ETRERH Kom. 
3. 斌 用 别 的 方法 处 理 例 6. FUR SCE E A Ee i 
a) 芒 年 支付 的 年 利率 为 = 的 单 利 是 指 351 二 56 十 r3o, 让 明年 后 ;5, 二 (1 十 
r)"So. 
b> 年 利率 为 - 的 季度 复 利 基 指 一 个 季度 后 Sci 一 Se 十 tri4)So. GEM a PE 
EES p = 1 +r /4 Sp. 
cy EREN r 09 BR RAA S117363) = Sot Cr / 3659S. DEA s K 
后 S(n/385)—= (1 +r/ 3659S. 


tg. 


10. 


il. 
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D 年 利率 为 > 的 连续 复 利 由 im SC m) * 计算 .证 明 , 这 意 际 苦 在 1 一 xzm 的 
WERT S Cn fm) = Cer Sys 也 就 是 3 一 Soet. 


Cl ih EMS 2B BA. SF BERR AE NH fd I Sat Be — 2 


的 时 间 。) 

茹 68 年 ,在 法 国 的 科 罗 玛 格 并 ,人 们 在 修筑 铁路 时 ,在 一 个 洞穴 中 发 现 了 人 类 得 
gk. Philipvan Doren Stern fE— Æ % PAC A i AS RBA: 从 行 轩 时 代 的 人 类 到 十 着 
丹 人 ?的 书 中 断言 ,关于 这 些 遗 歧 年 伐 的 量 佳 舍 计 ,是 公元 前 30 000 年 到 20 000 
年 .表示 这 个 年 代 区 冯 的 Ct 与 Ct: 之 比 的 实验 测定 范围 是 什么 ?( 参 看 便 7. ) 


根据 牛顿 定律 ,物体 在 空气 中 的 冷却 速度 与 物体 和 空气 的 误 度 差 成 比例 .如 内 


空气 的 这 度 是 20 志 日 潮 腾 的 水 在 20min 内 冷却 到 60D ,那么 水 浊 降 到 30C HS 
长 时 间 ? 
一 位 稀 颗 贿 涂 的 咖 岩 泡 者 师 , 想 让 水 达到 185 下 ,可 季 几 单 总 是 忘记 这 一 点 而 把 
本 都 开 .由 于 刘 度 计 坏 了 ,他 妇 你 计算 一 下 ,从 ?212" 冷 却 到 185" 刘 等 和 多 长 时 间 ? 
称 能 解决 他 的 问题 吗 ? 如 果 你 何 管 “能 ”, 那 就 计算 一 下 。 如果“ 不能”, 解 释 一 下 
WHA? 
HEGOT AUTH MAL. 100 © Atak Æ 3min AO HBC. 当 水 ‘SBIR RSE BEB 
水 这 变化 最 快 .实验 表明 变化 率 与 温差 成 比例 。 
a) 求 5min 后 的 水 温 。 
bW fA CLC? 

现 有 整整 4 000ml10 亿 的 化 学 浓 液 ,一 位 摄影 师 特 一 只 盛 有 40ml90 必 的 水 的 逆 
料 杯 泽 在 浅 液 上 .这 样 既 可 加 沪 又 不 会 稀释 浪 液 。 

a) 将 深 禄 前 祈 度 表示 为 时 间 的 函数 ，。 

b) 使 你 的 模型 与 便 4 中 的 诅 度 模型 相 一 致 。 

AREA USER EU a Re RAR Ee 
x. . 
一 只 100gal AY 7K A> Ba TOKA 的 盐 .将 谈 水 以 zealymin AY EE AH 
Py ES ab eS ae a EARR El Ogh 1h ERATE ST 
Libr 
FEMEA GOK BRS BT YTS AR ETT AE RK Be A A E 
TEERAA MERZA Ee AA PR Bc TEES HE. 
FESR c RK AABN. Se a BP SF A 


* 求 极限 时 应 保持 m 不 变 ( 或 基本 不 变 ) ,一 一 译注 


16. 


+18. 


49. 


20. 


合 物 则 被 注入 一 只 贮 水 器 中 . 按 规定 排出 物 的 污染 度 丰 得 超过 安全 标准 ,如 
0. Sey + 邦 我 们 的 问题 是 求 出 达到 安全 标准 的 时 间 . 实 际 上 ,到 那 时 .可 以 把 
原 污水 引信 另 一 个 变 失 箱 中 ,而 户 箱 内 的 活性 污 泥 移 交换 处 理 后 污染 虐 由 
降 划一 个 适当 的 最 低 朗 co. 棚 定 每 分 钟 输 进 交 换 箱 的 污水 为 "gal, 而 排出 的 
水 为 rzgal. 在 :一 0 时 ,交换 箱 内 有 Vogal 的 污水 ,其 中 含有 zo016 和 污染 物 。 建 立 一 
个 数学 问题 以 求 出 何 时 应 该 对 交换 箱 实 行 分 流 。 
如 果 一 笔 存款 连同 连续 复 利 一 道 计算 ,在 165 年 内 翻 了 一 和 严 , 辣 利率 是 多 少 ? 
某 学 院 的 教育 基 例 ,最 初 投 资 是 针 P, 以 后 接 利 率 为 + ERAAI. Sob. 
每 年 在 基金 开 算 的 同年 日 都 要 加 上 新 的 资本 , 违 率 为 串 Ayr, 求 七 年 的 果 积 
oii. 
一 只 水 辆 ,内 盛 10gal RERET Slb 盐 的 十 水 .将 每 gal Atko 的 盐水 以 3galymin 
的 速度 灌 人 捅 中 ,并 让 搅 持 好 的 混合 液 以 闻 样 的 速度 流出 ， l 
a) amin jE NERAK HERA REE Be? 
D AMBKME RUE MAM EAS? O 
EATERS p. ER Ba hE aE SOM RL, 
PAC EI FB Wa Ra A ER NoT AT: 时 刻 的 中 子 菊 分 别 为 
Ni 和 Nz, 证 明 
{Naf NT = CN A Ng}? 2 

污染 物质 的 含量 为 2oz/gal 的 水 以 500gal/min AYE WLLL Ah BL. EN 
Sh Sb teh FH AE AI Py «EL BE I ARE). AE AY TT AYO OOOgal 的 水 -在 
SORE ARRE EARR TAK RL AUK PG Bey EE AY BL, 

一 只 底部 开口 面积 为 0. Soon” fy BA EIS RAF oem, Ty e = 60". SL AR 

水 ,水流 完 需 多 长 时 间 ? 


“在 :一 0 时 , 两 只 桶 内 各 装 有 100gal MSR AK PRE AL 5lb 盐 /gal 用 管子 将 兆 


水 以 2gl/min 的 速 讼 输送 到 第 一 只 村内 , 捞 失 均 匀 后 ,混合 液 及 由 管子 以 2gal/ 
min 的 速度 被 输送 到 第 二 只 桶 内 。 青 和 将 沪 和 侣 液 搅拌 均匀 ,然后 用 管子 以 18aU 
mim: 的 速度 输出 ,在 任意 时 高: 六 0, 从 第 二 只 桶 流出 的 水 中 售 多 少 走 ? 

试 建立 在 作 了 葡萄 糖 输液 后 ,人 体内 萄 欧 精 流 度 的 模型 :输液 就 是 计 某 种 液体 
以 稳定 的 速 庶 进 人 静脉 的 超 程 (在 病床 旁 员 只 瓶子 进行 静脉 说 射 时 就 是 如 
IE). MASA J. 自由 葡萄 畸 的 访 放 势 必 下 噬 ( 主 要 是 由 于 与 磷 化 物 的 结 
AFRO + A BET EEA E BE AS TEL. A G a A 
Ba A EAE (g/min). 8 RREA Ct DARRERE SR AON Ba E 
PARA HO BG HAR YT we. 
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+21， 练习 20 中 的 模型 有 一 个 不足 之 外 , 它 假 设 体 内 牙 体 的 性 积 为 常量 ,然而 ,由 
于 人 体 售 有 大 约 4 600ml 的 血液 ,输入 500ml 葡 声 精深 涪 后 ,体积 的 变化 是 不 
容 总 视 的 .如何 修改 这 个 模型 ,使 其 能 反映 体积 变 北 ? 旭 如 何 烽 改 微 分 方程 ? 
这 会 影响 你 的 关于 平衡 值 的 答案 吗 ? 如 何 影响 ?这 个 模型 的 局 限 性 是 什么 ? 
‘除了 可 能 有 慎 么 一 个 很 难 求解 或 分 析 的 微分 方程 外 ,对 于 有 关 体 积 可 变 的 
想法 你 有 什么 限定 或 者 评论 1 为 了 对 这 个 问题 做 进一步 的 工作 :你 会 向 一 
位 医生 或 生物 学 家 撮 些 什么 样 的 问题 呢 ? 
22. 在 -- 种 溶液 中 ,化 学 物质 4 分 训 而 形成 8, 其 速度 与 未 转换 的 A 的 浓度 成 比 
例 . 转 换 的 一 半 用 了 20min- $28 AYRES y 表示 为 时 间 的 函数 ,并 作出 图 像 。 
23 在 一 鉴 淡水 生物 学 课 上 , 槛 航 一 项 在 恒 化 如 中 连续 培养 水 铬 的 实验 -使 用 的 仪 
器 是 一 个 培养 容器 ( 带 有 潜 出 管 以 保持 刀 的 容积 ) ,用 测 好 的 常 速 气流 向 管内 
连续 地 输送 新 鲜 培 养 基 - 学 生 们 人 手 一 张 说 明 书 ,其 中 包括 实验 中 的 物理 数据 
和 数值 数据 ;以 及 下 面 这 上 挨 说 明 : 
“ 随 普 向 培养 容器 内 广 人 新 鲜 堵 养 基 , 我 们 有 可 能 计算 出 在 任意 繁 定 的 数 
小 时 后 ,培养 容 恬 中 产生 的 培养 基 的 理论 百分比 深度。 所 用 的 数学 关系 式 如 
F: 
Cr =O, + C—O 一 gE T UR 
其 中 
Cr: FEEL RAS Bae HH noe 
Coit = To HAWE 
Cr 流入 的 浓度 
R: Hip Cm!/hd 
V: 容器 的 体积 (mb 
T. 任意 时 刻 的 时 间 
Yo: 初始 时 间 。” 
说 明 称 能 轻而易举 地 证 明 这 个 公式 是 正 痛 的 - 虽然 它 简直 集 是 麻 本 师 加 时 的 
“无 物 "。 
24.0 一 场 降 当 开 始 于 午前 的 某 个 时 刻 , 并 持续 到 下 午 , 雪 最 稳定 . 某 人 从 正午 开始 
清扫 某 素 街 的 人 行道 ,他 的 铲 雪 速 度 ( 以 fa 度量 ) 秘 清扫 面 的 宽度 均 不 变 。 
到 下 玫 2 扣 他 持 了 两 个 街区 ,到 下 午 4 点 他 又 反 了 一 个 街区 . 雪 是 什么 时 起 开始 
下 的 ?你 可 假设 他 没有 回头 清扫 落 在 已 扫 过 的 路 面 上 的 雪 。) 


解 g 


i. a) dy/dt=ky het 
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dy/y= kdt (4h BSE BD 
Iny= & +C GAARA 
y= ete ‘ 表 成 指数 形式 ) 
= of + ght 
= Ace “保持 二 个 常数 》。 
by  -y€24)= 1Ode™*= 400 
etca 【将 带 有 = 的 因子 分 离 出 ) 
24k 二 ln4 PARAO 
-k = (lnd)24, 
a) 12) = 1 008721420 = OCM = 10004) = 200. 
a} gate 
* (0) =100S4* =< 100 
y= 400=>400=100e"" =4ee!" kt rA 
(1/2) —100e /D4 == 190 (elms) VE 20064) 2 = 200. 
2.0 a) dT /dr= dP tees TRA m PSR PRR T/C — m= 
ade * 就 很 好 做 了 。 
b> m=85". 
3. a) SC1LI=—Sot+rSe=—C1+r)S0 
S= S 48, =U 4S, = C1 4r)2So 


二 十 
dy S€a/m) =(1-+ tr/in) "Sy 
lim, Stafmd= lim Cp irim) oes, = m Ce" b 


woo 


i S=Se". 
4, yof Z= yoe tA 009 
Ind. 5= —#/8 000 
w -r45 00yr. 


5. yf yo e V500, 在 1868 年 ,一 31 BOS ARAA 000E r= 21 868 表 示 公 元 前 
20 0 的 年 ， 
一 1 868A8 000  Jaby/ yo < e721 868/68 00 ` 


e2 8825 < laby; yg < e72 1335 


* 原 玄 此 外 为 * dt yc 一 m) + ade”. AiR, IRE 
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. 约 0. 019 < laby/y, < #10. 065. 
19% 6.5% 
P= 20+ 8061729429, -7'= 20° RL t= 60min. CBE t= Of ABB. T= 100° 2 = 20 
By. 7 = 60". > 
RAR — PRM Bie IE Reel. Ra h ddr — 2 CT R) H 
‘T—R=Ce—*, = OBE, T= 212, BT R=(212- Roe * *, r= TR T= 188? 
你 仍然 被 卡 住 , 因 为 你 不 知道 入 你 还 得 向 他 询问 前 多 的 信息 .除非 他 能 回忆 起 
诸如 “那天 我 打 了 半 小 时 的 电话 ,这 目 春 的 水 就 答 到 了 95"……， 也 许 最 好 的 办 
法 就 是 给 他 一 支 新 的 温度 计 。 
& T=60+4103/49", 
a) min fq. 77=82.5., 
by 7S°RY.7'=10. 2min. 61°, T = 38. 5min. 
SDR LPB St RE A A tt BS Ee EE 
we aide. MR Sy a a. 请 不 要 乱 视 下 面 的 所 有 分 析 一 一 稍 考 
虚 一 下 ,哪些 韦 情 或 许 是 有 意义 的 ,应 该 认识 到 体积 是 要 考虑 的 ,因为 体积 小 者 
(loz 的 热 水 ) 变 赢 显然 ( 直 纱 地 看 ) 比 体 积 太 者 (1000z WOE BB BF 
一 点 ,你 可 航 一 个 假设 .很 设 得 正确 与 查 ,就 看 当 周 团 的 介质 是 够 大 以 至 于 可 以 
斌 为 保持 常温 时 , 它 是 罕 能 北 为 例 4 的 牛顿 模型 。 
RAA PAA BA ed SS. SD, Se a 
22 RAR HE Lb 
这 意味 着 
， fury = 一 ETD =k, — Ty). 
T FE SRA 了 ;上升 ,导数 将 为 正 
如 果 你 设想 到 这 一 点 ,你 伺 瘟 这 看 上 去 是 人 台 理 的 吗 ?任何 一 本 韧 等 物理 课 
本 中 ,在 热 流 或 热传导 部 分 你 都 将 能 找到 有 力 的 证 据 ， 
在 本 问题 中 ,一 1oz 及 Vs 一 100oz ,都 是 常量 。 故 有 
a? de = — 100d?) /dt = ACF, — Ty. 
AAT A re REE OAT OMAP AOA BAT ie 
AH. RF IMATE ER Ee. CBM TARA SCR Bo 
程 组 的 建立 没有 超出 范围 ; .答案 是 
T, = (1 090/101}(1 — eo) + 10e—*, 


* 原文 此 姓 为 荆 一 尺 一 212et, 有 误 , 应 为 一 六 一 212 一 Re 一 -译注 
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10. 


11， 


12. 


H- 


以 积 由 AmE RRA r E. AAEE V V = krt, S= kt = 
kef eri) EVE. RASI AV /de = V G VR). BEE 
法 得 ， 
BVI = or HQ 
¥=((-a@ + Q)/3)2 
24 t=ORf Vo. i VF =(—Ce/B + VEN, 
设 3 一 盐 的 数量 ,速度 一 抽 人 一 排 山 ， 
下 /dr = (Olb/gal)(2gal/min) — ¢(S/100)lb/gald(2/gal/min} = -- $/590, 
S =Re™ so 


当 : 一 6 时 ,S 一 20, 赦 


S = 2007! 8, 
< SGO = 20e7! 2, 
dard 二 流入 一 流出 
= (Crigal/min} icilb/gab — Grogal/min) calb? {Vot (Cry— rogal) 


re rez 
Vor Oye 


t 一 0 时 := 一 Co 用 它们 求 出 积分 常数 .问题 要 求 的 是 


Vo + ory 一 rode 
ATA e Ab e/ Vottn re SHE. 
dS/desrS. S= S". SPER = CBRE 


28a = Se" 8, f 


= 0. 400" 


2 — et, 


r= {in2)/6 = 0. 0433 =- 4.338%. | 
微分 方程 及 其 解 在 : AYRE A SE EE 
ds _ rs won 
dr ~ 人 


| tt 54-45 . 
e a 


er 


HP t Bat eK ee Pos 3 = See). (参看 图 1. 2.) 


23 


graph of Siz) for this 
account, with A 320. 


Ceach vertical jump = A ) 


regular compound inlerest 
account if A =d. 
Cno annual increase 


in principal) 


图 1. 2 下 面 的 此 线 表 示 A= ON SMA ESR AP. bere 
函数 表示 对 于 这 种 帐 的 3 的 图 像 ,4 和 0 每 个 顶点 处 的 路 度 一 4， 
15. 3 一 盐 的 数量 
dS/dt = FiA — 流出 


~oa) (Sin) ~ (ao aa) (3 in) 


=g- 2 
=6 to”! 
S$=2001 — C7 Gory, 


SCO)=5; 
wm C= 3/4. 
+S = 2001 — (C3f/apeT BAM), 
a) Smin FR. EAR = $(8)/10=201— (3 /dde7? Db /gal. 
by BAR. root. ALY S>2olb. 
16. ENG) = AA RR. dN /de= aN. BRN GD = Ne", 


Nz T NCT.: r on oe f ir 
(3) gs | we} = Celle Py = CANT, 一 | x) ia 


17. W P= MARA, 
dP/dt = BLA 一 流出 
= (202/gal(500gal/min) 


BLA 
— €Poz/10 G0gal) (5ddgal/min) 
eee eee 


流出 
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— Ü. 02 Po2z/min 
— amama 
SAA 
于 是 dPidt 二 1 000 一 0. 07P 及 P= (10 000/79 C1 —ce— 9-97), 
当 1=0 时 :P 二 0, 玫 Ci， 


18. fal fais. 
水 面 改 变量 HORE 
i417 0 
"| 万 | di = 0.5 "aghd 
wN 


Aiidh =— (1. 5/m) ~ Zg dt 


T 由 373d =— (1.5/7) ef ae 
16 t 


GIDASI 一 一 (1.5Amy og tf 
一 (2/5) 00 =— (1.5/0) VaT 


T = (20/07. 5 v ED ADSS. 
19， 说 呈 提 和 2 分 别 为 上 时刻 第 一 只 利 第 二 只 箱 内 盐 的 数量 ,单位 为 1b, 第 一 
AS. 
dyi/de =A — Hilli 
= (Olb/gal} (2gal/min) — (íy 100} (1b/gal)> í 2gal/ rnin) 
=— y 50, 
y =E 
y0) =30; 
+ yy = 30e™ 0, 
HRB: 
dys/de 二 流入 一 Rik 
= {yo0 beat C2gal/min) 
— CCyef/100 + Alb gal) (tgal/ min) 
e748 yf (100 + r). 
像 解 带 积 分 因子 的 线性 方程 那样 ， 
y2 = k= 501150 十 peT, 
9 一 50, 于 是 上 一 12 500. HL es — MEK P ke pE 
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yr. 12500 _ (iti) ` eisa 
100 FY 100+: Toor} 
20. GO) = MARAE, 
A= 葡萄糖 注 人 的 速度 ,单位 :mg/min， 
速度 一 输 人 一 输出 ， 
dG A . . ， 
下 一 y 一 CC (RERS C aD. 
4 + t 
mg/cm! mgřmin ( 4) mE 
min emë thin? cm? 


ERAMAN, PA A 
EP BRST REC ETRE. PRAM Sth, Al dG/di=9, 


dG A we a 
aoe Ke HO 


其 中 G=A/KV RETER. PARAR ,你 就 可 以 及 这 个 微分 方程 中 看 出 
G>A/ (KVO HA H ARI dG/deCG BBE) GLA CKV tH EAJ dGydrtG BRAD, 
G0D ROA Dh SEAR BE. 4 BTS AY BB AY OAE R RARA EL A ARR 
线 }). 注 音 到 ;如 果 


图 1.4 
dG A 
ae ~ wv KG 
oy 
dG -dg A oe 
dz? K dr K( y KG] ' 


当 C> A/CAVOR AEG 2] EMR BOCA KPa AG 是 向 
"FB BY a IRE IX LER h RRRA — ar FS CSE: 
G S (AKVI — e73.) 
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Zl. 


22. 


3S) OSE RPL. PERNES 为 每 分 钟 注 人 的 溶液 的 体积 ， 
V= Vats 


a ajl emë * , 
cm” cm | 一 一 min 
min - 


ESHA ZAFE-ARR ENARRARE PS RS PRE ls 28 R 
ee 


He VS Vo 1/0) At, E EY BY Ra Fe Ee 


现在 G RUE AAS IS AY ROG EAR dG /de— 0. 

如 果 像 练习 20 那 样 对 这 个 模型 求解 或 对 解 进 行 讨论 ,势必 全 出 现 泥 乱 利 
许多 缴 分 方程 一 样 ,数值 遵 近 看 来 是 唯一 可 行 的 求解 方法 .不 过 就 这 个 门 题 而 

言 * 你 很 可 能 会 怀疑 对 变化 的 体积 作 全 面 考虑 的 价值 因为 它 并 不 第 出 任何 直 

摊 的 物理 解释 

.进一步 考 坊 可 谈 体 积 后 ,你 将 时 由 BSCR AR aT BC PEE A Ab A m —. 
和 人体 的 容量 是 有 限 的 ; 咒 脉 中 滚 栖 的 二 积 不 可 驳 无 限 增长 . 另 一 种 机 还 ,如 排 
万 ,特使 体积 保持 协调 ,因此 你 需要 问 一 下 医学 或 生物 学 专家 有 关 这 种 体积 变 
化 的 实际 概 限 ;葡萄 慷 滚 可 注射 兴 长 时 间 ; 实 际 上 是 否 能 得 到 平 奖 浪 度 等 .这 
个 同 题 可 参考 Defares 和 Sneddon 的 t 医 学 生物 数学 3 tThe Mathematics of 
Medicine and Biology) (Chirago:1961. )* epee HR. 


说 ?是 所 的 被 度 , Ao A ARRE: 
dyfdt = e(Ay— 她， 
— In| Ae - y | =e + K, 
总 是 正 的 


Ag — y= 
yO) = O; y(20) = Ao/d. 
Q = Ag; e7™ = 1/2, Bee = (ln2)/20, 
-y= All — (1/23), 
y= r Agm ys 
JEM) ERY 


* i 
++ {BBE S G. Jokipii 等 的 文章 ， J. Clin. Invest. , Vol. 34,1954.pp. 331, 4 


458. 


BRA cm? /min. -一 译注 


an 
Ro 


a7 


vasa = — eA 
fey EM 


总 是 负 的 
y AFE y el 4g O RAL 5 所 示 。 


family of selutions to Ch» 


| 图 1.5 z 
23. C7 一 溢出 液体 中 的 被 谋 一 任意 时 刻 代 试管 中 培养 基 的 广度 . 
所 区 ,VCr 二 在 时 刻 全 试管 中 培养 基 兽 数 。 
变化 率 一 输入 一 浇 出 


joen- (a) [0 Bf] - (ez (°F 


VRAC SARBO eh 


VaCy/de = RC; 一 RCr。 
或 . cy = R — Cy, 
遂 过 分 离 窒 其 求 解 (在 “公式 "中 利 骨 了 一 To 这 扣 醒 我 们 , 定 积分 可 能 使 我 们 
很 快 得 到 结果 2): | 


fe acy 一 E R dt 
"o cl 1 一 eer} À 
i on T 


Ep Y 
一 Ia 1-2 T=] 
Goldie, Y dr, 
Cy Coj Re 
in 1 一 已 一 由 |1 gloy“ Tu) 
ra =|- Scr — 10 | 
1 =a 
C; 
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ATASE AERAR Y Cr, ROOK MOO, ROCKO NTA 
仇 . 这 对 全 化 属 做 平 设 有 必 轨 ,全 在 实际 中 却 可 能 要 考虑 
Coren coexp| — Rer- ro | 
Cr= 0 — 0:— Codexp| ~ ea ro}. 
这 的 确 可 证 明 是 等 于 o 
Cat C 一 col 一 exp[-— Eer 一 ro |] . 


4. PRESSES SOBA. CSIR BRAM SMR. S 
案 :午前 -5 — ih. 


教师 参考 


目的 ”对 许多 学 生来 说 ,把 需要 微分 方程 的 应 用 题 转换 成 数 
学 术语 ,似乎 比 迄 令 所 过 到 过 的 问题 要 难 。. 对 下 面 这 些 事实 应 予以 
特别 注意 。 

《1) 微 分 方程 是 一 个 瞬时 语句 ,在 任何 时 刻 都 必须 成 立 。 

(2 题 中 的 数字 并 非 都 要 放 到 微分 方程 中 去 . 某 些 条 件 必须 成 
立 , 以 提供 计算 积分 常数 ,或 其 它 参 数 . 如 比例 系数 等 的 必要 条 件 。 

(3) 给 微分 方程 中 的 每 一 项 赋予 物理 量 网 ,这 是 基本 的 ,但 通 
常 并 不 自动 完成 。 

(4) 条 理 的 书写 清楚 的 框架 对 学 生 是 有 作 助 的 ,并 且 对 那些 须 
看 他 的 工作 的 人 也 是 必要 的 ， 

预备 知识 ”尤其 需要 初等 微 积分 。 

(1) 熟 习 微 分 法 和 基本 积分 法 ; 

(2) 对 简单 的 微分 方程 及 其 解法 有 一 些 经 验 ， 

时 间 ” 举 些 不 同 的 例子 ,用 一 个 课时 的 一 部 分 就 是 够 了 .下 一 
次 课 可 以 在 学 生 做 了 练习 之 后 ;就 他 们 过 到 困难 的 问题 进行 讨论 。 

注 这 一 章 已 用 于 第 三 学 期 的 微 积 分 和 微分 方程 课程 中 , 那 
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里 注重 的 是 数学 的 应 用 性 ,对 生物 或 社会 科学 专业 的 学 生 以 及 数 
学 或 物理 基础 较 薄 弱 的 人 人 , 另 写 有 专门 的 材料 ,这 一 章 主 要 是 为 这 
些 学 生 独 立地 使 用 而 写 的 , 它 的 注意 力 是 建立 数学 模型 ,不 是 它们 
的 解 ; 一 些 比较 困难 的 练习 ( 标 有 剑 号 ) 就 是 为 此 目的 而 选 进来 的 。 


s2% 
一 阶 微分 方程 定性 解 的 图 示 


Beverly Henderson West * 


wh- 


| 引 


WER HPAL BY AA EEE ARE RTE RAA 
E y sga y AERA AA E AE EE EY A E 
在 zo? 时 > 的 极限 过 程 或 远 期 的 情况 ,而 租 须 给 出 解 的 明确 表 
达 式 ,通常 ,我 们 并 不 需要 明确 的 解 ,或 者 在 技术 上 求解 有 困难 ;或 
者 在 初等 函数 ( 黎 项 式 、 三 角 函 数 . 对 数 函 数 ,指数 函数 ;范围 内 , 解 
根本 不 存在 .在 这 种 情况 下 ,定性 的 近似 解 或 许 就 是 一 粒 救 命 妃 
一 或 至 少 是 一 各 有效 的 办 法 ,回忆 一 下 ,微分 方程 y 二 gtx,y) 
有 一 个 具有 形式 y 二 f(x} 的 完整 的 解 族 . 积 分 常数 的 不 同 值 给 出 
了 族 中 的 不 同 解 ,如 y 一 1 的 解 族 是 y 一 x 一 气 参 看 图 2. 1) 。 对 特定 
的 问题 :c 的 值 可 由 所 给 条 件 fo) = yo RHE. ER Tee 
一 个 是 问题 的 解 . 不 过 ,我 们 并 不 期 待 明确 的 解 ,更 不 要 谈 特 解 了 ， 
因此 ,我 们 只 是 对 每 个 微分 方程 的 解 族 作 图 示 。 

在 初等 微 积分 中 ,你 学 习 了 如 何 利 用 导数 绘制 冰 数 图 形 , 现 在 


* Departmeat of Mathematics Cornell University IthacasNY 14853. 
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La 
xs 
¥ 
ra Ay 
> IIE, 
ERRAT 
baar mh 
a E A? 
Lf 
oe 
jE 
~ A 
x 
Pi 
图 2.1 


我 们 要 利用 这 些 技 法 .并 要 展示 ,在 没有 明确 的 方程 式 y= PDAS 
情况 下 ,这 些 技法 是 奶 何 帮助 你 讨论 癌 题 的 (第 2~4 节 )。 进 一 步 ， 
我 们 还 将 看 到 ,从 这 些 叙 述 中 可 以 引出 很 多 关于 解 的 平衡 和 稳定 
性 的 镍 加 信息 (第 5 节 ) 。 


2 7 向 声 


如 果 一 个 一 和 阶 微分 方程 能 够 写成 y =&4z,y) 的 形式 ,那么 我 
们 就 能 够 确定 其 解 y 二 f(x) 在 任意 点 (x,y} 处 的 斜率 ,从 图 像 上 
看 ,给 出 一 些 平面 点 ,那么 通过 每 一 点 ,我 们 就 可 以 症 出 一 条 短线 ， 
它 具 有 该 点 处 准确 的 斜率 .这 个 图 称 作 方 向 图 或 方向 场 。 

例 1 考虑 

dy/dr =— ry. - (1) 

AE)» OR BRASS RS ATL OF 

计算 再 稍 许 精确 些 , 并 广 意 到 如 下 事实 ,就 能 够 继续 绘 册 方向 
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场 。 
工 ¥ ya Was ay 
如 果 2=0. y=, y =O, 0 fhe 0 ` 
MaE A Ae BY A RREK R ie oo 0D 
WWR r=, y =l A 1 1 -1 
1 2 一 了 
加 果 一 172, 一 一 32, 故 1/2 1 一 172 
172 2 一 1 


《1) 存 在 关于 原点 及 两 根 坐 标 轴 的 对 称 性 ,因此 ,考虑 了 第 一 
象限 的 详细 情况 后 ,其 它 三 个 象限 的 情况 也 就 清楚 了 。 

(2) 对 于 固定 的 zx, 斜率 随 y 的 增加 而 变 趾 。 

{3} 对 于 固定 的 y PHERI z 的 增加 而 变 际 。 
这 样 , 你 就 可 以 很 快 地 描绘 出 方向 场 ( 图 2. 2)。 

像 这 样 的 方向 场 , 它 给 出 了 关于 微分 方程 的 所 有 可 能 的 解 族 
的 直观 表示 ,任何 一 个 解 必定 与 满足 该 解 的 点 的 方向 线 相 切 . 通 
常 , 解 族 中 的 解 可 以 表示 成 y= 二 f(x) 的 形式 ,每 一 个 解 具 有 不 同 的 
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积分 常数 值 .例如 , (1) 的 通 解 实际 土 是 y=aexp[ — 27/2], TEX I 
场 中 ,我 们 画 出 了 a 一 3 的 解 ,这 样 ;你 可 以 看 到 它 是 如 何 与 图 中 的 
所 有 方向 线 相符 合 的 ,通过 分 离 变 量 , 很 容易 得 到 实际 的 解 : 


y =— xy, 


[2 = | - car, 
J 


Iny =— zx:/2 + c, 


3 关于 唯一 性 定理 


当 唯 一 性 定理 适用 于 一 阶 第 分 方程 时 ;通过 任意 点 (z+; yy) 就 
只 能 有 一 个 解 ,因此 没有 两 个 解 y 
会 相交 . 当 你 想 图 示 一 个 解 族 时 ， j 


这 是 极其 有 用 的 信息 .例如 ;在 例 LN 

1 中 ,这 意味 着 在 这 个 方向 场 中 ， x 

仅 有 一 种 解 族 图 ,如 图 2. 3 所 示 。 SP ~p 
现在 你 会 想 知道 唯一 性 定 


理 什 么 时 候 适 用 ? "最 接近 的 简单 
管 案 就 是 通常 "对 一 阶 常 微分 方 2.3 
BMEM CE _L a 
相当 复杂 的 .任何 关于 微分 方程 的 初等 教科 书 都 致力 于 这 类 方程 ， 
并 且 将 叙述 如 下 这 样 的 定理 。 

定理 对 于 初始 条 件 为 y(x0) 王 yo 的 一 阶 微分 方程 y 一 glx， 
3)， 看 在 唯一 解 ?= 一 Crz) 的 充分 ( 哩 不 是 必要 的 ) 条 件 是 ,8 及 
287/23 是 实 的 .有 限 的 . 单 值 的 .并 且 在 包 侈 (za3) 的 某 个 答 形 平 
面 域 上 连续 。 
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在 初等 教科 韦 中 很 少 证 明 这 样 的 定理 .一 个 值得 注意 的 例外 
就 是 Martin Braun 落 的 《微分 方程 及 其 应 用 多 Defferential Equa- 
tions and their Applications} (New York; Springer-Verlag. 1978, 
2nd ed. ) 在 1. 102i tp , Braun 就 唯一 性 和 存在 性 问题 作 了 极 好 的 讨 
论 ; 并 给 出 了 证 明 , 这 些 论述 对 任何 知道 一 点 简单 的 初等 微 积分 的 
人 来 说 都 是 容易 接受 的 ,可 以 看 出 ,在 任何 情况 下 :对 于 带 有 初始 
条 忻 的 微分 方程 y 二 g(x:y) ,其 解 的 唯一 性 标准 粗略 地 说 就 是 g 
和 2g/2y 是 “美好 的 ”我 们 将 考察 儿 个 这 样 的 情况 。 


4. 解 的 图 示 


由 第 2 和 第 3 节 我 们 已 得 到 两 个 图 示 一 阶 微分 方程 y 一 g tx， 
3》 和 解 的 准则 ;: . 

C1) AF ATS A ATE: 

(2) 对 大 多 数 解 来 说 (如 具有 连续 的 z 和 28/23 的 解 ) ,唯一 性 
告诉 我 们 ,任意 两 个 解 都 不 会 相交 。 

在 你 考察 下 面 这 个 例子 的 时 候 , 请 记 住 这 些 准 刚 。 

例 2 ”考虑 最 简单 的 人 口 增 长 假设 , 按 人 口 计算 的 增长 速度 为 
一 常数 .这 意味 着 ,NG) = 二 人口 数 ,是 时 间 的 消 数 

=r HR. (2) 
为 了 很 快 得 到 可 能 的 解 的 定性 图 形 , 把 (2} 式 重 写成 
dN /dit = rN, 
并 考虑 N (2) 的 图 形 特性 。 

对 这 个 实际 问题 ,只 须 讨 论 N> O.e>0. 可 以 看 出 ,入 二 0 时， 
= dN /de=tN =0, Ag N 增加 时 斜率 也 增加 .立刻 ,你 就 
证 明了 解 就 像 狗 2.4 所 近似 地 表示 的 那样 。 

这 种 粗略 的 图 示 是 令 人 十 分 满意 的 , 它 清楚 地 显示 了 ,对 所 有 
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图 2.1 图 2.5 
BS ARE. NAR BT BR te Fp 7 Lk 国定 ~， 
境 。 通 过 解 出 (2), N 一 Ne No 增加 
Noexp[rtj, 你 可 以 很 容易 地 证 实 
这 个 图 示 是 正确 的 。 


请 注意 另外 两 个 事实 ,它们 
将 给 出 更 准确 的 图 像 并 阐明 > 与 s 
No 的 作用 :r 的 影响 是 ,对 于 给 定 
B Nor 增加 时 斜率 也 增加 ! 图 
2.5).。 在 本 章 中 ,我 们 把 微分 方程 中 的 常数 都 看 作 是 国定 的 ,只 图 
示 由 不 同 的 积分 常数 产生 的 解 族 ,对 一 个 给 定 的 +, 考察 一 个 给 定 
AYN. 由 于 在 dN/dz 中 没有 了 明确 的 六 因此 就 这 个 六 来 说 ,对 于 所 
有 的 汇 斜 率 相同 。 从 而 ,所 有 的 解 曲线 都 是 互相 平移 的 (图 2. 6) 。 
例 3 定性 地 考虑 一 下 ,; 当 上 例 中 (2) 式 的 基本 假设 修改 为 由 
于 拥挤 ;人口 增长 这 递减 ,这 时 会 发 生 什 么 情况 ,Verhulst Pearl 给 
出 一 个 简单 的 改进 式 


二 :全 = 一 全 | (3) 


这 里 ,人 所 增长 率 (1AN) (dN di)* 由 于 与 总 人 数 六 成 比例 的 拥 
PBF ZR HER ER ERRA A ON = OD A TÑ 


PE 2. 6 


* BXARA G/N N/d). — — BRE. 
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Ke. 

为 了 从 图 像 上 考察 解 , 把 土 式 写成 

oY rfi X) = ph. 

可 以 看 出 ,对 于 NOR N=k, 
斜 罕 为 零 ( 平 行 的 ). 还 可 以 证 明 ， 
O<N AW, A EAEN OS! 
时 ,和 斜率 为 负 , 不 过 这 些 信 息 还 不 
够 ,我 们 还 不 能 作出 不 相交 的 图 
解 (对 于 唯一 性 ) 参看 图 2. 7 

由 微 积分 给 出 的 男 一 种 作 图 
技巧 就 是 四 性 的 确定 , 它 依赖 于 二 阶 导 数 。 对 此 例 可 以 得 到 : 


图 2.7 


@N_ dd 

dz di di , 
_ dN NI 1 dN 
=r Er) + ent i ae} 
_ aN | N N) 
7a k Łż 
-r AN, 2N 
E dt kE 


我 们 想 知 道 在 哪些 点 处 二 阶 导 数 为 0, 5 ERA fi. iB dN/dt 与 
《1 一 (NA 考虑 为 两 个 因子 (与 正 数 > 相 葛 ), 可 以 证 明 , 六 一 0 
或 有 2 时 ,dvydqz 一 0; 而 对 于 六 <&A2 或 六 人 一 阶 导数 为 正 (C 
向 上 上 四) 对 于 2 达 N 之 ;二 阶 导 数 为 人 CN a FD. 

所 有 这 些 信 息 拟 合 在 -过 显示 在 图 2. 8 中 ， 

在 dN/di 中 没有 明确 的 t, 于 是 又 得 出 (对 固定 的 7 和 入) ,就 
所 给 的 NN, 对 一 切 i, 和 斜率 相同 .因此 ,全 部 和 解 则 线 都 可 以 互相 平 
移 。 

由 于 变量 分 离 后 的 (3) 式 不 能 用 简单 的 积分 法 求解 ,这 样 我 们 
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aN ain 
HE, REG, N 


fA 2.8 


就 进 人 了 图 示 技 术 显示 其 价值 的 领域 《方程 (3) 可 用 部 分 分 式 积 
分 法 求解 ,或 通过 变换 M=1/N ,给 出 关于 M 的 一 阶 线 性 微分 方 
程 .练习 22 还 出 人 意外 地 表明 ,这 个 模型 与 美国 1790 一 1910 年 的 人 
口 数据 非常 吻合 .) 

具有 形式 (3) 的 方程 经 常 出 现 ,通常 称 之 为 逻辑 方程 .这 就 是 
说 ,共有 有 形式 dz/dt 一 x《a 一 bx) 的 方程 帅 敌 逻辑 方程 ,并 且 我 们 知 
道 其 解 具有 图 2. 9 所 示 的 形式 。 

这 些 例子 把 我 们 引导 到 对 一 般 近 似 法 的 阅 述 ,我 们 曾 将 一 阶 
' 和 二 有 阶 导 数 的 有 关 信 息 结合 起 来 ,给 出 图 像 解 .这 个 解 近 似 地 电 示 
了 精确 的 斜率 和 由 性 , (这 个 过 程 可 比喻 为 用 “法 网 鉴别 器 ”对 罪犯 
进行 复合 描绘 .你 可 以 把 下 面 的 作 图 过 程 看 作为 一 个 图 像 解 的 描 


y>ro <0 


afb mn, 


图 2.9 Æ 2.10 


绘 监 别 器 .) 图 2. 10 展 示 了 弧 的 四 种 基本 类 型 .问题 很 简单 ,就 是 确 
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FER Ae ON TE A oF TD A A Ab oF DBF ART HS Tk Pat. 
例 4 图 示 下 述 微 分 方程 的 一 些 解 。 
= {y + ly 2). (4) 
应 近似 地 显示 出 正确 的 斜率 和 四 性。 
《1) 考 察 y (斜率 }:y 一 ty 十 3)(y 一 2) 是 两 个 因子 的 乘积 , 固 
此 需要 确定 因子 的 正 负 性 ;你 可 以 把 它们 直接 与 一 根 数 轴 Cy BD 
联系 起 来 ,如 下 图 所 示 。 


—4 -3 -2 =l ù 2 3 4 5 y 


CyB | iy F319 
fi ie 


一 个 因子 为 负 , 一 个 
PAF IE. ay <0 


VRE AM / 


y — ae OPE y 一 0: 解 是 水 平 线 


DAR y ORED AEO RE A A A RAA RE A U. 


一 5 一 4 一 3 一 2 -1 ù 1 z 3 4 3 6 ¥ 
— a O t 1 1 — 


i2yb lect | ityt Do 
0 ti > : -一 一 
aco ty- 2) 0 


AAFAA INESE. FA ETHE. 
ee Ht y">0 故 < 故 v'< 


ym Fe > 同上 凹 xR FO sare 


两 个 因子 均 为 负 - 
My (20 


x 斜率 为 正 


两 个 因子 均 为 正 ， 
吉 y >o 


2 斜率 为 正 
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ye) =y Cy — 24+ Cr + ay 
= (Ay + l)y 
=(2y + l)y — 2)(y+ 3). 
is PMH TAT HR. 

(3) 综 合 :作出 水 平 线 y 二 一 3 和 y=2, 根据 (1) 与 (2) 所 提供 的 
信息 在 坐标 平面 上 给 出 Y 或 了 发 生变 化 之 处 的 草图 一 一 本 例 中 
是 ?一 一 337 一 一 173,y 一 2 等 处 .然后 给 出 正确 的 曲线 段 .图 2. 11 
给 出 了 全 部 结果 。 


yir) 
yr 
BA? 部 分 
yr A 
yr 
故 为 部 分 1 
asd 
xv (<0 
Hose | yG-—3 
Fd f 
Veo 4 
故 为 了 部 分 L 


2d 


下 面 , 我 们 就 上 述 关 于 例 4 的 解 的 图 示 作 些 说 明 。 

(a) 企 飞 段 与信 段 相 遇 处 ,有 一 个 拐点 。 

Cb) fit HH ER — 52 EMT FOR. 因为 过 同一 点 不 能 有 两 个 
解 ( 两 条 解 曲线 不 可 能 相交 )。” 

Co) FEU y 中 没有 明确 的 x, 那 么 , 解 曲线 平移 后 仍 是 解 曲 


线 。 
(d) 如 果 需 要 的 话 ,利用 微分 方程 (4) ,我 们 可 以 准确 地 计算 出 


* 这 条 理由 是 不 成 立 的 .事实 上 ,对 于 y > 2 的 通 并 不 趋 于 平衡 .一 译注 。 
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任意 点 的 斜率 -不 过 ,我 们 甚至 不 需 逐 点 描绘 出 方 同 场 就 能 够 作出 
这 样 美妙 的 图 像 。 

你 可 以 自己 把 最 后 这 个 例子 的 详细 过 程 整理 一 下 ;不 过 首要 
的 是 人 ,2), 53) 这 几 个 关键 步 节 , 由 它们 能 获得 理想 的 图 示 解 。 
在 下 一 节 里 ,我 们 将 检验 这 些 图 示 , 看 看 它们 告诉 了 我 们 些 侍 么 。 


5. 平衡 与 稳定 性 的 讨论 


微分 方程 的 平衡 解 ,就 是 不 变化 的 解 ,也 就 是 常数 .这 就 是 说 ， 
平衡 解 是 使 得 对 一 切实 数 zy 二 g (x,y) 三 0 或 y 二 f(r} 三 c 的 解 。 
在 例 4 中 ,y 二 一 3 和 y= 二 2 都 是 平衡 解 。 

平衡 态 可 分 为 稳定 的 和 
不 稳定 的 。 下 一 个 实例 或 许 
有 助 于 区 别 这 两 种 情况 。 考 9 
虑 两 个 锥 体 , 一 个 以 面 而 立 ， A 
另 一 个 以 尖 而 立 ( 图 2. 12)。 

商 个 欠 体 都 处 于 平衡 状态 : 

它们 位 置 不 再 变化 .如 果 你 

用 手指 稍微 易 动 一 下 左边 的 锥 体 , 它 会 迅速 回 到 初始 位 置 . 这 是 一 
种 稳定 的 平衡 态 . 但 是 , 若 晃 动 右边 的 锥 体 , 它 随即 就 会 例 下 ,这 说 
明 这 个 平衡 是 不 稳定 的 。 

例 4 的 图 像 表 明 , 在 y 二 一 3 处 是 稳定 的 平衡 ,而 在 y 二 2 处 是 不 
稳定 的 平衡 ,这 实际 上 意味 了 什么 呢 ? 下 面 给 出 关于 这 种 不 稳定 平 
衡 的 一 种 可 能 的 解释 .假设 yO RMA = 一 只 盘子 上 细菌 的 
HE 以 百 万 为 单位 .假设 你 有 一 只 盘子 ,在 时 刻 DEE LA 
20 000 000 个 细菌 .于 是 你 有 平衡 解 yCx) 一 2. 如 果 革 人 在 上 时刻 zz。 
对 着 盘子 打 奔 跟 , 使 细 茵 一 下 增加 到 2 000 126 个 ,于 是 你 就 得 到 
一 个 六 之 0;y>0 的 解 ; 这 时 细菌 的 数量 急剧 地 增加 .类 似 地 ,如 果 


图 2.12 


4] 


在 时 刻 吉 消 除了 617 个 细菌 ,这 时 的 细菌 总 数 为 1 999 383, 它 将 由 
一 个 y 过 0,y 0 的 曲线 来 表示 ,并 苇 随 着 时 间 的 流 揽 ,细菌 数 将 
减少 .所 以 , 当 我 们 轻 轻 抄 动 或 于 扰 平 衡 解 7 二 2 时 ,状态 就 会 剧烈 
地 变化 ;新 的 状态 决 不 会 回 到 ?一 2 

另 一 方面 ,如 果 一 个 系统 在 稳定 平衡 态 附 近 受 到 干扰 ,如 例 3 
中 在 N 二 附近 , 它 总 是 企图 回 到 平衡 态 , 人 口 的 总 数 总 是 企图 保 
持 在 入 一 的 水 平 ,而 对 于 总 数 N 接近 的 情况 ; 它 将 向 入 = 的 
水 半 靠 近 。 这 种 稳定 性 问题 在 许多 应 用 问题 中 是 府 关 紧要 的 (参看 
练习 5 一 8.17,18)。 

现在 该 你 动手 了 .再说 一 沉 , 本 章 的 目的 是 教 你 如 何 解决 问 
是 ,而 不 是 显示 有 人 人 能够 做 什么 . 试 着 做 一 下 练习 1~~19 中 的 一 些 
题目 。 如 果 卡 过 了 ,就 与 别人 商量 商量 。 当 你 认为 已 经 解决 了 其 中 
的 一 些 间 夸 时 , 试 做 一 下 下 面 的 问题 。 


6. 一 个 比较 困难 的 例子 


AS ”描绘 
六 一 2 一 3 (5) 
EE TR RES AB OR FAAEE WA F E 
将 更 易于 泣 清 你 的 思路 ,而 不 会 使 你 的 思想 汇 乱 或 复杂 。 
DRR ys 
y = 0, By = 22 
y > 0, Wyar 
y <0, Rf y > 2x. 
圣 此 给 出 图 2.13. 在 y=0 处 ,> 不 是 常数 .所 以 没有 平衡 态 , 没 有 
水 平 解 。 
: (2 考察 y": 
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y 一 2 一 多 一 2 一 27 十 》 
y= 0, WF y = 2x — 2 
yi > 0, AT y > 2a — 2 
yx. MPF y Z r 2, 

此 外 ,再 加 上 (1) 中 的 信息 ,我 们 就 可 以 给 出 图 2. t4. 


y y=łr— 23? 
7 
yo NG a 
fay YW nas 
~、 j 向 下 阳 
7 Fa Ta 
i 
j Pai 
2.13 Fa 2.14 
(RA 
7 y y wie 
AF y= zr CERED ~ | 
PF y=2a ype 2e— 2 lal 十 + 
小 于 y 一 27 一 2( 在 其 右边 ) + ~ 


表格 中 的 结论 转化 为 图 像 , 即 为 图 2. 15. 记 住 ,所 有 部 分 必须 相互 
蔽 合 ,在 你 确认 已 讨论 完了 之 前 , 提 几 个 深入 一 步 的 问题 。 

a) 如 果 y= 二 2z 一 2 是 一 条 渐 近 线 , 图 2. 15 中 左边 的 解 将 不 会 
相交 ,而 有 也 不 破坏 唯一 性 ,是 吗 ? 回 忆 一 下 ; 淘 近 线 是 一 条 在 x 一 


<o 时 ,被 逼近 但 永远 达到 不 了 的 直线 * .如 果 y= 20—2, Ml y/ 一 2， 


也 满足 原 方程 (5), 故 ?一 2xz 一 2 是 一 个 解 ,具有 定常 的 斜 次 2 ,而 其 


* 这 里 一 般 地 要 求 渐 近 线 " 隶 远 达到 不 了 AS BE AY oo 译注 
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它 解决 不 会 与 它 相交 。 

b) 在 斜率 为 正 的 地 方 会 发 生 
什么 ?在 y 二 2z 一 2 右边 的 解 是 向 下 
由 的 ?它们 弯曲 得 有 和 多 快 ? 当 x 一 
时 ,它们 站 于 一 个 极限 码 ? 

关于 这 个 问题 .我 们 最 好 还 是 
回 到 方向 场 去 。 我 们 知道 何 处 y= 
OG y= 20 UR y =E y 
=22—2). 从 那里 容易 考虑 : 

EHE y A y Sre y 42 Atty AGAR -BE y We 
I PETRO ; 

BHE r A y Srey Y yi hy a R REHE 
LAFER APERI RAS: PRESB ERM BR y= 
Zak, RHE y = 2, 

ee EATE. FANT AT EA BORRA a AS RR ES Hl 


y= ee —2 
也 是 右边 解 的 渐 近 线 。(5) 式 
多 一 2 一 


的 解 的 图 示 如 图 2, 16( 负 的 < 给 出 渐 近 线 下 面 的 解 )。 
从 广义 上 讲 , 直 线 y= 2z* 一 2( 它 是 条 渐 近 线 ) 可 以 认为 是 平衡 
解 .其 附近 的 解 , 当 zx 一 22 时 趋向 于 它 . 微 分 方程 (5) 的 准确 解 为 
y = Cexp€— r) + 2a — 2, 
SET LAE H zoo Ce" > 0. 你 会 注意 到 , 当 x 相当 人 负 时 ， 
解 的 主要 部 分 是 Ce" CBD y 是 指数 递 碱 ); 当 x 相当 正 时 , 解 趋 近 
2+ 一 2( 一 条 直线 )。“ 有 趣 ” 的 部分 就 在 两 者 交接 之 处 。 
例 5 说 明 , 像 y 二 2x 一 y 这 样 的 看 上 去 清 清 楚楚 的 微分 方程 ， 
可 能 会 有 一 个 复杂 的 解 族 图像 .不 过 ,通过 考察 y .y, 运 用 综合 它 
们 的 技术 直到 所 有 有 部 分 都 机 符合 ,而 且 每 一 件 事 都 明确 下 来 了 ,就 
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2-15 MAIC HA Hy aes F AR 


不 难得 到 这 个 图 像 。 

练 习 

CHES Da +> 
HFL a ERA- 
1. dyfdr=— íx. 
2. dyfdr=y. 
3， < 十 光一 1 一 一 yy 
4- y=2y fx. 


$s. 莒 养 以 每 单位 时 间 呈 个 分 于 的 常 速 流 人 … 个 锋 胞 1/ 并且 以 与 其 内 营养 浓度 战 
比例 的 速度 离开 : EARE AEN A t A ER aE 
数学 描述 为 

dN/dt= R— KN; 
BUN Gy AR fi, Be Be T E SRE A AY TBE SE eT AE 
SADE 05 SRE TA a Al eee etait a R ae 
解释 之 。 

6. 稻 设 在 一 所 大 学 ,一 位 普通 的 新 教授 以 每 天 一 本 的 速度 开始 从 图 书馆 借 出 书 ， 
再 设 图 书馆 平均 一 周 恢 回 供出 的 书 的 1710, FEE BeBe AIL ey SI, — te 
普通 教授 已 惜 多 少 本 书 ? 

T (US Rb AS A KB SE SP. RAE. tab ARS PAL A 
NOAA RRS FPR AA eee AMR SAR LS 
ABBA MARRS NORE. RY Toeh ABTA RR 
度 与 岛 上 的 人 种 数 成 比例 , LEA Oy A KATA PRLE - :个 平衡 
È. EM US. ARAR rin eR, 

& MESSE RT aS A OO Ne A EAE AA 
乐 部 的 扩大 将 与 ThA BREA. EAER HARRERA MM 个人。 
因此 ; 当 会 员 人 数 接近 M M REKI E A A A Ee AR ET TL. 
Bes FH 4 9 sae E TA SCA E FERA RAA Be RRR EA, a Hi e 
SAAR NOM MAB AMARA RAELA E RA Et 
年 出 此 多 少 会 员 证 ? 

图 示 下 烈 方 程 的 一 些 解 ,在 你 的 图 东 中 上 应 展示 正确 的 斜率 和 问 性 并 指出 揭 点 。 

9. y =y]. 

10. y =yly—2)}ly— 4] 

11. y= l)y, 

12. y =y Dey). GF y=. Abk. 

13. dy/da=2(2—y)/(r+ 1). > 0,02 ST EEA EE SEE ME 
是 不 稳定 的 .图 示 过 y 轴 0,1,.2 和 3 点 的 解 . 广 意 使 这些 遇 线 在 了 = 一 0 处 有 正确 

HPE AM oR 了 友 是 十 分 复杂 的 ,因此 你 可 以 试 着 抛 开 它 去 讨论 你 的 问 
E. 

14， ERPE y tyt $1644 y O= R R FAE RSA RET 
是 稳定 的 还 是 不 稳定 的 。 

15. 图 示 方 程 y to = 83h (02 一 0 时 解 。 求 出 平衡 值 5 恕 果 有 的 话 ) ,并 说 出 它们 
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+20. 


+31. 


是 稳定 的 还 是 不 稳定 的 . 
不 用 求解 微分 方程 y ot ye BT ce 0d er 1 2 A 0 = 08) 
A eH AN ERE HE. 
KELA ERRE ey > AA PR EU EA REEE. HEM E H 8G lE 
BRS VP Re LE OAL aK AE BR BOA 总, 求 Y 所 满足 的 微 
分 方程 ,不 解 方程 ,图 示 其 解 族 .有 无 平生 态 ? 是 次 稳定 ? 
一 个 片子 上 的 -- 奉 病菌 址 向 于 汝 区 成 一 个 圆 凋落 .如 果 N PG E 
单位 或 员 的 增长 率 ; 则 N/m NRE SR PRE PHA 
表面 的 那些 病 蓝 由 于 寒 珍 而 受到 损伤 ,它们 的 死 7: 率 与 其 数 其 成 比例 ,名 与 
NEER EEP. BER THERA BO r RA 满 足 的 往 分 方程 ,不 用 求解 . 父 示 其 解 
K-BES) SISA BEBE! 
设 dy/dr= yO /a)—1) 9 1. eA E A a ERE il EE 
不 稳 , 定 的 .图 示 yO = 1 Al yO) = — La a oS eA «ER Ee > LRT 
Wad AID CE. tA yo) y oo BY A? 
考虑 微分 方程 yet —y 不 用 求解 这 个 方程 ,图 示 通 过 下 列 点 的 解 : {0.1)， 
C07) ,一 上,0). 除了 这 些 解 和 坐标 轴 外 : 画 出 y= 二 
e, 在 上 述 给 定 的 点 处 ,曲线 应 展示 正确 的 幸 率 和 四 性 . 写 下 你 的 理 出 。 你 看 
到 某 种 形式 的 稳定 解 了 呵 ? 
BLK yx 一 | + AER RE EE A SI yO). 提示 :利用 
CEL ST EEA EL EED Ve. 


“间接 说 明 ， 


22. 


ES CORR BN der NCL N/R). 4) 8 EA PR PE 
WIECH N= IN , 解 这 个 关于 M 的 线性 微分 方程 ?证 实 解 的 … 种 写法 为 
K 


讨论 :R,L. Pearl #1. J. Reed AURII E AE FP BiH) 22 RIA a P roceeedings of 
the National Academy of Sciences, 1920,p. 275). HA 43 yi SERA TL 
a A Go Se Oe 1790 FB] 192 OFF fal ty AE RLA T BS 地 
1790,1850, APIO PEA A R iA a AT 


L97 274 000 
. N= ] F 709213951 (6) 


然后 算出 这 期 司 每 十 年 的 预测 数 NC A CA ART EA AEB 
FH ili, Dartmouth 学 院 的 写作 组 于 1967 年 加 进 了 四 个 十 年 的 数据 。 
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根据 每 十 年 根据 公式 
年 —RAAG (ORA 误差 TRE 
普查 的 人 数 数 
1790 3 929 000 3929 009 0 0.0 
1800 5 308 000 5 336 G00 28 OOG 0.5 
1810 7 240 000 7 228 000 —]2000 G2 
1820 9 63% 000 9 757 000 119 00C 1.2 
1830 12 866 000 13 109 000 243 006 1-9 
1840 17 069 000 17 506 000 437 000 2.6 
1850 23 492 000 23 192 000 0 0.9 
1860 31 443 000 30 412 000 一 1 031000 —3.3 
1870 38 558 000 39 372 000 814 000 2.1 
1880 50 156 900 50177 000 21 090 0.0 
1890 62 948 000 62 769 000 一 179 000 —0.3 
1900 75 995 000 76 870 000 875 000 1.2 | 
_ 1910 91 972 000 91 972 000 0 0.0 
1920 108 711 000 107 559 G00 1 848 000 1.7 
1930 122 775 000 123 124 000 349 000 0.2 
1940 131 669 000 136 653 000 4 984 000 3.8 
1950 150 697 000 145 053 000 —1 644 006 -1.1 
1960 179 300 000* 
1970 204 000 000" 
1980 226 500 0v0" 


《1 十 万 以 下 四 舍 五 人 。 


SN 
DYA 
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4. dy 一 (z 一 二 -1 一 工 


EA 2.19 
nes 
` dr x 
Y 
Za 
图 2. 20 


注 :1. 和 4. 的 解 在 原点 钼 出 现 了 *“ 洞 ", 在 这 里 不 存在 唯一 的 解 13. 的 解 在 (1, 一 2) 
处 有 这 样 的 洞 .在 这 些 情况 中 ,在 指出 的 这 些 点 处 ,gfr, 力 和 3g/ay 是 “不 好 的 " 
Cg 未 定义 ) .参见 蕴 近 本 章 开 头 接着 唯一 性 定理 之 后 的 讨论 
5. dN/dt=R—-KN. 


N 


ala 


6 FOR AB. 
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7 y N=IS/C+ Ey Bp. dN d= TS— MD— ENSIS- NUES. RL gz. 22. 


图 2. 32 
8. dN/di=AN(M—N). ABU LE EE N= ORI NSM 处 平衡 .后 者 是 稳 定 的 平衡 
点 。 
N 


M 


% y =y 1m0, s F ytl, 
0. 对 于 | yi> 
ZF lyel, 


` 


y= 2yy! 
=2yty 4 licy l) 
一 0 对 于 y=0,y=+1, 
0 对 于 >0 和 有 一 1<yc<0， 
KORT yx —1 AMS yl, 


图 2.24 
109. y=yCy— 2) Cy— 4), 
y =O. T y=0,2.4 
>0, 对 于 p> AMO y<2, 
<0, F2< yd y <0. 
y’=(3y?— dy By! = OE yf SOE y= 2 C23 /D. 


图 2. 25 


lt) 当 y=0 或 +=0 时 ly 一 0 是 -个 解 ) 时 ， 
> 0, 对 第 2 和 第 4 象限 ; 
三 D0, 对 第 1 和 第 3 SAR. 


y= er 


4 y= One eT Be +10, 
y= le Be pe 


后 一 个 方程 有 两 个 关于 > 的 解 ,个 正 ,一 个 负 ， 
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jet = eTM + 1, 
Eke 
gs ete. 


e Se AAE y= EAT ， 轴 对 称 。 


>» 


lx Ba 


图 2. 26 


12.0 4 y= 3h = Cy— 14+ y=; 
“4 y= lity = (03+ y+ (y—- 1) ]y' = C2y— 2b =0. 


¥ 


yi0 =1.5 


I3 Y 一 了 他 一 Ar 十 1 让 在 + 一 0 或 ?一 2 处 ,一 0， 


¥ 
在 7 一 3 
2 Pim: oe: aoe a | 
图 2. 28 


ye 2 一 = 
图 2.29 
=2, y= 一 r + D4 十 ys 
在 y=2,y 2kb yy S1h6—y8§ = C2 t wi yl x 
总 是 正 的 


TE y=0.2,— 286, y= = 4yty =0. 


15. H y= y =R y= C2 — At byt av = —Byty, 
CEER 


Me ?稳定 平 淆 


Tv 
图 2. 30 


16. y 一 工 十 3 


yelty=aty, 
yl} =O. 
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lf. 


18. 


Ry CO —OCK IFAD A YOO =10q bE, 


dV fdt= k — k V 5, 


n aa F ' 
V= K/D pa VRAD, 
EVK AKR V= K Ka Yah, V" =0. 


图 2.32 


Æ N=O0.N = (Cro/ri kb, 
dN /dr=r N — rN U = NEC NI mp ped | 
在 N =0, M= Cra trp Ah, 


"O T rz to re i = 
NnN N= Nn) =o. 
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Ze N=0 ARRETA 
g 2. 33 


19. yl yf) ce AR REE r= lak RE = he, ye 0D. 


y 


20. y =e ys 
y Set y= 0, ME yet Ht 
ORF yet, 
LoT y> 
y=e y 
=p — {e — y) 
=y= 0, FE y= 0AE 
POF y>0, 
< RF yO. 


pm C1/ 2367 
eh 


HR eb 


yf De 一 一 


图 2.35 
2. yl) = F ear; y =t; yin) = 0. 
y= 40, 对 所 有 x. 
一 0, H ramt he ACA KERR. 

0 对 于 zx 一 0， 

中村 -了 

0 对 二 ald; 
y D= l; y 0 =0. 


图 2. 36 
2 | (ea pag lan =] ve 


| (wm +} 4 


=Hrt+re 


=— la 


N 
1 一 天 | 十 mN 


=rttu, 

N pO N o 

KORE e ah 
k 


1 一 


_1 dM__1dN_ dM, „f 
EMs yT Ha w MTR 


SMa ET. 
教师 参考 


县 的 ” 解 的 定性 图 示 主 要 用 于 描写 生物 或 社会 科学 领域 中 的 
数学 模型 ,本章 详 述 了 在 不 给 出 解 的 明确 表达 式 的 情 损 下 图 示 的 
技术 ,以 及 考察 解 在 x 一 时 的 远 期 性 质 ,在 许多 情况 下 , 它 展示 
了 人 们 所 要 知道 的 全 部 内 容 , 远 撒 的 半 衡 和 稳定 性 也 有 所 讨论 。 

预备 知识 ”初等 微 积分 一 一 特别 是 解 的 图 示 ( 和 斜率 和 四 性 》， 
识别 一 阶 常 微 分 方程 的 通 解 ,可 分 离 方 程 的 简单 积分 法 。 

时 间 ”可 以 用 不 冯 一 党 课 的 时 间 向 学 生 介绍 有 关内 容 ; 对 比 
较 困难 的 问题 可 放 到 下 次 课 上 讨论 ， 

注 我 们 给 出 了 所 有 练习 的 解 .不 过 下 面 的 注释 或 许 是 有 用 
的 .练习 1 一 19 才 不 困难 一 它们 直接 选 自 课外 练习 和 考试 题 。 练 
习 1 一 4 都 有 使 唯一 性 定理 不 成 立 的 点 。 有 一 半 应 用 题 要 求 列 出 微 
分 方程 ,而 另 一 半 则 明确 地 给 出 了 方程 式 。 练 习 20 和 21 有 一 点 技巧 
性 .练习 22 是 对 便 3 的 补充 说 明 ,如 果 学 生 们 曾 学 过 这 类 题目 ,他 们 
就 可 以 解 这 个 微分 方程 (用 分 离 变量 或 用 变量 代 换 导出 一 个 线性 
微分 方程 ); 如 果 没 有 ,明确 的 答案 已 经 给 出 ,并 且 要 求 他 确信 和 所 给 
的 解 满 足 微 分 方程 .附加 的 表格 表示 出 与 模型 吻合 的 理想 数据 。 


第 3 章 
差分 与 微分 方程 群体 增长 模型 


James C. Frauenthal * 


TH 


1. 引 


通常 ,导数 定义 为 下 述 极限 
dy _ lim? t 2 一 yz) 


dads 


Cta) 


类 似 地 , 当 用 计算 HAMEL ERIEIN EEN. 我 们 常用 下 面 的 有 
pasapun 


a +A) yl) 
z me h T- (1b) 


这 两 个 运算 实际 上 恰好 是 互 逆 的 有 时 ,由 于 可 以 使 用 微 积分 , 因 
而 自 变量 的 有 限 区 间 趋 于 汰 , 这 时 ,差分 方程 转化 为 类 似 的 微分 方 
程 很 方便 .但 在 另 一 些 场合 ,这 个 极限 过 程 “ 不 能 进行 ”, 因 而 ,可 以 
把 一 个 数值 方法 用 于 一 个 与 微分 方程 类 但 的 差分 方程 .不 幸 的 是 ， 
这 些 相反 的 运算 深 深 地 影响 着 所 求 出 的 解 的 性 质 . 这 一 覃 的 主题 
正 是 这 个 常 被 和信 们 和 忽视 的 问题 ， 


* Trpartment of jivolied Mathematics and Statistics, State University af New York, 
Stony Brook NY 11794, 
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我 们 将 通过 研究 一 个 众所周知 的 方程 来 说 明 , 对 一 个 问题 用 
差分 方程 处 理 与 用 类 似 的 微分 方程 处 理 可 能 会 得 出 截然 相反 的 结 
论 。 我 们 所 研究 的 方程 可 解 县 为 对 一 个 有 限 环 境内 某 单一 物种 增 
长 的 描述 . 用 差分 方程 表示 就 是 


Na + At) — NG _ [ NG) 
a OL | 


(; = 0, 
NW) = , 
H NG) 为 上 时 刻 的 群体 规模 ,re 和 天 是 正 的 常数 ,它们 是 群体 增 
长 参数 ,而 No 为 一 正 的 常数 , 它 给 出 了 初始 的 群体 规模 (为 了 完 
整 起 见 , 我 们 把 导出 (2) 的 一 些 假设 烈 了 出 来 ,而 这 个 方程 的 很 多 
详细 推导 则 放 在 附录 中 。> 如 果 考 虑 (2) 中 的 oe 一 0, 得 到 的 微分 
方程 类 似 于 《21 的 铺 果 


学 =r[1- VE jwe, 


( = 0, 

NO) = 

这 是 一 个 非 线 性 微分 方程 ,通常 称 为 逻辑 方程 
注意 ,虽然 我 们 是 用 特殊 的 一 对 方程 来 说 明 问 题 ,但 本 章 中 详 

述 的 论点 都 很 有 一 般 性 ,并 且 对 所 有 差分 和 微分 方程 都 可 不 同 程 

度 地 继续 深入 下 去 。 


NC), 


(2) 


3) 


2. ”差分 方程 的 解 


首先 ,考虑 怎样 才能 解 差分 方程 (2) 。 因 这 个 方程 是 非 线性 的 ， 
所 以 不 能 直接 求解 .不 过 ,借助 于 一 个 袖珍 计算 器 ,或 更 好 一点 ,用 
一 台 计 算 机 ,在 给 定 了 二 六、 和 N, 的 情况 下 ,对 任意 选取 的 正 的 
At, 我们 可 确定 出 数列 N Get) ,n=0,1,2,…. 我 们 将 按 下 面 的 方 


6G 


PDE TT OR FE FTE 2) Pik t= 0. RGR 
N(At) = N, + | [2 - Fe No} ae. (4a) 
然后 ,在 (2) 中 设 : 二 让,; 求 出 
N(2at) = NAD + lro — 
通过 依次 假设 1 二 nA4,4 二 0,1,2,…, 我 们 就 可 “逐步 向 前 ”一 依 
据 早先 的 值 求 出 六 Caza6) 的 每 一 个 新 值 。 


注意 ,这 并 不 是 通常 意义 下 的 解 ,但 在 相继 的 时 刻 瞬 问 , 它 们 
却 非常 正确 地 反映 了 动物 群体 的 规模 ,虽然 r,s 以 及 No 可 能 是 


NAD ey} ae (4b) 


给 定 的 ,但 Ae 的 选择 却 是 任意 的 ,而 且 不 存在 选取 Ae BTR Ae 


取得 很 小 ,我 们 就 能 获得 更 多 的 细节 一 一 不 过 计算 器 或 计算 机 的 
使 用 费用 就 要 高 了 .同样 ,这 个 方法 的 一 个 严重 不 足 , 就 是 如 果 我 
MAHRI roK 以 及 No 取 不 同 值 时 的 答案 ,那么 ,对 每 一 组 这 样 
的 取 值 ,整个 解 都 必须 重新 计算 ,因此 ,我 们 希望 寻找 一 种 方法 ,化 
能 够 提供 一 种 “形式 紧 痰 "的 解 ,因为 ,对 非 线 性 差分 方程 ,没有 已 
知 的 求 紧 痰 解 的 通用 的 解析 技术 ,于 是 ,我 们 决定 考察 类 亿 的 微分 
方程 (32。 


3. 微分 方程 的 解 


虽然 逻辑 方程 (3) 也 是 非 线性 的 ,但 对 于 它 的 茶 种 特殊 形式 ， 
我 们 可 以 找到 一 个 解 株 解 . 所 用 方法 的 前 提 是 因 变 后 (LN) 和 上 自 变 
量 《1) 可 用 代数 方法 移 至 方程 的 两 边 .能 够 用 这 种 方法 分 离 的 方 
程 , 可 直接 用 从 初始 状态 到 任意 时 刻 的 积分 解 出 .于 是 


Nu E 
| aN = rof de. (5) 
x, wa 3] 。 

K 


左边 积分 容易 计算 , 即 用 部 分 分 式 将 被 积 函 数 展开 (参见 练习 1)。 
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NG) eot 
K x 十 ev 一 1 


从 解 的 这 一 形式 可 以 很 明显 
地 看 出 ,实际 出 现 的 变量 是 
NQ)/K 和 rot. xe 

这 就 是 说 ,我 们 的 解 只 须 对 次 =s 
不 同 的 No 取 值 进行 计算 ,这 
从 图 3.1 中 的 解 曲 线 可 清楚 0.75 
地 看 出 ,这 个 图 给 出 了 NA] 
三 种 可 能 的 选取 ,注意 ro 和 
K 在 实际 背景 下 总 是 正 的 
一 如 果 不 明确 请 看 附录 。) 图 3,! 对 于 初始 群体 规模 的 三 

要 注意 的 最 重要 的 事情 个 值 , 逮 辑 微分 方程 的 解 
是 ,不 论 初始 的 群体 规模 No 怎样 , 当 rot OW NGK >l. 当 
然 , 这 等 价 于 一 ce 时 ,CD 一 玉 , 因 为 ro>0. 通过 直接 检验 解 不 难 
证 实 这 一 点 。 进 -- 步 请 注意 (参见 练习 2) MARS N/K 
=1;# Ny K> AEDE N/K=1.4 No/K<1, RP 
H N/K=1. (EERE K 为 环境 的 "承载 能 力 ”.) 

显然 ,我 们 找到 了 一 种 寻找 解析 解 的 方法 ,就 是 把 差分 方程 转 
化 为 微分 方程 . 当 m ,六 或 No 改变 时 ,使 用 这 种 方法 是 很 容易 的 。 
事实 上 ,这 也 说 明了 为 什么 微 积分 如 此 重要 ,然而 , 令 eon 
程 已 经 对 解 的 性 质 有 了 极其 重要 的 影响 .其 真实 性 将 通过 比较 差 
分 方程 (4) 的 各 种 数值 解 的 结果 与 微分 方程 (的 的 解 来 说 明 。. 不 过 ， 
有 一 种 有 效 的 方法 , 它 能 提供 更 多 的 信息 。 


rot 
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4. 线性 稳定 性 分 本 


我 们 把 所 用 的 方法 叫 作 线性 稳定 性 分 析 . 这 上 荐 寻找 非 线性 差 
分 方程 和 非 线性 微分 方程 解 的 性 质 的 一 种 非常 通用 的 方法 ,为 了 
理解 这 个 方法 ,首先 有 必要 明白 半 衡 这 个 词 的 意义 。 

简单 地 讲 , 一 个 系统 若 处 于 一 种 半 衡 状态 ,就 说 它 是 平衡 的 。 
比较 实用 的 是 平衡 的 请 数 式 定义 ,对 微分 方程 63) 来 说 ,定义 式 是 
dN/dt=0. 对 差分 方程 (2) ,类 似 的 定 交 是 NG 一 天 的 . 注意 
到 ,对 这 两 个 具体 方程 来 说 ,平衡 就 意味 着 


nli- XN =o. (7) 


这 个 代数 方程 的 解 是 N 二 0 和 N 二 kK ,我 们 称 它们 为 平衡 点 。 
线性 稳定 性 分 析 为 我 们 提供 了 一 种 确定 方程 的 平衡 点 在 作 小 
量 扰动 后 是 否 稳定 的 数学 方法 。 并 清 这 一 点 是 很 重要 的 ,因为 实际 
上 ,人 们 发 现 系统 是 处 在 稳定 平衡 点 (或 其 附近 ) ,而 不 是 处 在 不 稳 
定 平衡 点 (或 其 附近 ) ,借助 于 一 个 简单 的 物理 例子 就 可 以 明白 这 
一 点 。 
考 虚 一 个 由 一 根 长 而 直 的 刚性 梯 做 成 的 摆 , 其 一 端 安 上 较 链 ， 
另 一 端 有 一 质量 。 这 个 系统 有 两 个 平衡 点 ,一 个 是 质量 在 支点 的 正 
上 方 时 的 位 置 , 另 一 个 是 质量 在 支点 的 正 下 方 时 的 位 置 。 前 者 的 结 
构 称 为 不 稳定 的 。 因 为 使 质量 离开 平衡 位 置 的 最 微小 的 干扰 都 会 
产生 一 种 力 , 它 驱使 系统 由 半 衡 位 置 向 更 | 
远 的 位 置 移动 。 注 意 ,通常 人 们 并 不 希望 得 。 质量 休 
到 处 于 这 种 状态 的 系统 .虽然 后 者 结构 的 人 
稳定 性 决定 于 支点 摩擦 力 的 大 小 ,但 它 是 ee ak 
稳定 的 ,如 果 没 有 摩擦 力 并 给 质量 一 点 点 村 
干扰 , 它 将 经 过 平衡 点 来 回 摆动, 每 次 都 回 


63 


HEARTH A. PRA P E Ai A RE eo MRA AE 
E HAEE ATH ORK PHE zh EERIE m A a E BE RT 
一 次 小 些 , A SAR E F AARE. TP A A E 
地 ?稳定 .最 后 ,如 果 出 现 很 大 的 摩擦, 给 质量 一 点 点 干扰 , 它 将 慢 
慢 地 回 到 平衡 点 ,并 停留 在 那里 不 再 越过 平衡 点 这 种 情况 称 为 非 
振 薄 式 ( 渐 近 地 }) 稳 定 .注意 ,通常 我 们 希望 过 到 的 是 摆 的 稳定 位 
Bo 

接 下 来 ,我 们 考察 数学 模型 中 微分 方程 和 差分 方程 在 N=K 
处 的 半 衡 性 质 ,因为 ,我 们 的 模型 只 对 相当 大 的 群体 才 有 效 ( 在 附 
录 中 对 这 一 点 进行 了 讨论 ) ,所 以 ,毋须 去 考察 NN 二 0 外 的 半 衡 点 。 
注意 ,由 于 我 们 己 经 知道 微分 方程 的 解析 解 (6), 这样, 我 们 就 可 以 
预期 间 题 的 答案, 一 看 解 的 曲线 ,就 明白 人 口 总 数 总 是 渐 近 地 使 得 
N/K 二 1, 且 不 通过 平衡 点 .于 是 ,我 们 希望 N= 上 必 是 一 个 稳定 的 
非 振 葛 的 平衡 一 点 。 

对 平衡 点 进行 线性 稳定 性 的 分 析 过 程 如 于 。 首 先 , 定 义 一 个 新 
的 应 变量 , 它 的 原点 (零点 ) 出 现在 入 二 KK 处 。 例 如 ,我 们 可 说 关 (9 
为 新 的 变量 并 定义 NG)== 久 十 XQ), 尽管 这 种 假设 是 完全 可 行 的 
《参看 练习 6) ,但 是 , 如果 我 们 政 用 新 的 应 变量 x 全 一 Xt/KK, 从 
而 和 NOD 二 KK[1 十 xz(2)] ;那么 ,我 们 即将 要 进行 的 计 论 就 会 稍微 入 
清 些 ,把 这 个 表达 式 代 入 到 微分 方程 (3) 中 ,得 

dx £220 

二 一 一 rz 一 rot’, te BRE £8) 
HP Ka BOE aS ER. 58) 与 (3) 实 际 上 
是 一 致 的 ,只 不 过 它 是 用 新 变量 zx(D 写成 的 .下 面 进行 线性 化 ,为 
此 我 们 要 冰 14z1 非 常 小 , 即 1zl1 近 1 而 如 果 是 这 样 的 话 ， 
jikle. SORAR zz 的 线性 项 相 比 ,忽略 掉 雪 项 (以 及 所 有 
可 能 存在 的 更 高 阶 的 项 ) .于 是 
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i= 0 
d 
= ~ 给 定 (9) 


dt 
|r| &1 
AT MAA RT BAB OR | zo | K 1. 这 是 一 个 线性 微分 
方程 ,通过 分 离 变 量 和 积分 很 容易 将 其 解 出 : 
_ Fee 一 raf dz. (10) 


容易 看 出 , 解 是 

xt) a= rge, (11) 
注意 :不论 cAI SMO. E r0 He tec if eI 0. 另外 ,对 
tO. 2Q AAS AE. RIT PA MOA EN 
=K shi) MA Be ARRAY IE TE a. 

下 面 ,我 们 要 重复 上 面 的 线性 稳定 性 分 析 , 这 次 是 对 差分 方程 
《2) 在 六 = 天 处 的 平衡 态 进 行 的 .整个 方法 与 微分 方程 所 用 的 方 
法 完全 类 似 . 于 是 ,在 (2) 中 设 入 (一 K 品 十 x(2)], 从 而 导出 

zi + AD rG) [t 2 0 


ig rot (E) — rox? lE), le, 给 定 (12) 
AER e€ 然后 ,我 们 可 进行 线性 化 ,得 
t0 
zit + As 一 panao 给 定 (13) 
|x| <<] 


因为 这 是 一 个 线性 差分 方程 , 故 解 起 来 很 简单 .我 们 喜欢 线性 稳定 
性 分 析 的 原因 也 就 在 于 此 .对 这 个 解 展开 讨论 ,最 容 刀 的 方法 可 能 
就 是 归纳 法 .首先 ,在 (13) 中 取 : 一 0, 得 


LLAH)  (] — rot) Eas (14a) 
SRR E13) RR t= Ae, 78 
x(ZAt) = (1 - rdAtie (At, (14b) 


利用 514a) 从 (14b) 中 消去 x (Ae), 
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TOALE = (1 — At} ay. 
归纳 地 重复 这 一 过 程 ,得 通 解 
LENA) BR CL — roA Ton = 01, 2 €15) 
解释 这 个 结果 时 要 注意 某 些 事 情 .因为 ze 仅仅 是 一 个 很 小 的 
常数 ,所 以 , 解 的 特性 是 由 与 ze 相 磁 的 那 一 项 在 =” 取 相继 正 整数 
Het Ae BA tt A. PR ART rode |) <1, Sy nooti, cn ary. 
这 就 是 说 ,如 果 0<roAts2, 平 衡 是 稳定 的 。 类 似 地 ,如 果 六 4 一 2， 
风 平 衡 是 随 遇 稳 定 的 ; 如果 ”42, 则 平衡 基 不 稳定 的 ,5 注意, 我 
们 不 介 许 ro 和 0, 因 为 吉 和 At 郁 必 须 是 正 的 ,) 还 要 注意 ,如 果 量 
(1 一 ra <0, 那 么 ,zaz) 的 相继 值 具有 相反 的 符号 .这 就 是 说 ， 
如 果 -21 那么 , 解 是 振荡 的 ,否则 是 非 振荡 的 。 
现在 ,我 们 用 一 根 数 轴 把 上 述 结果 表示 出 来 。 


rod 
oe rr 
D 1 Z 3 4 


稳定 一 一 4 一 一 一 不 稳定 
{中 性 》 


_ | seam — 振荡 

从 这 个 表示 中 我 们 得 出 下 面 的 结果 。 如 果 0 过 ro 入 之 1 ,平衡 是 
稳定 且 非 振 茂 的; 如果 1<<7otf<2, 半 衡 是 稳定 且 据 荡 的 ;如 果 rot > 
2, 平 衡 是 不 稳定 且 振 荡 的 ,还 要 注意 ,如果 roAt 一 2, 平 衡 是 随 衣 稳 
FEEL Bie BY. CHIR ot 二 1, 就 会 出 现 一 个 病态 解 ,观察 线性 化 的 
差分 方程 (13) 可 以 看 到 这 种 情况 ,这 时 需要 采取 变通 的 方法 ,) 

图 3. 2 概括 了 稳定 性 分 析 的 各 种 结论 。 所 有 的 说 明 都 是 对 平衡 
SANSK 处 的 一 个 很 小 的 员 的 初始 扰动 x 进行 描绘 的 ,注意 ,全 
部 结论 都 标 给 在 (N/K ,rot) 坐标 系 中 ,这 是 直接 利用 定义 NG) 
K[1 十 x(z)] 通 过 解 (11} 和 (15) 转 换 前 来 的 。 所 讨论 的 微分 方程 有 
一 个 稳定 的 非 振 葛 平 衡 , 而 差分 方程 从 顶端 到 末端 分 别 有 一 个 稳 
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ERIRE TI. 一 个 稳定 的 振荡 平衡 ,以 及 一 个 不 稳定 的 振荡 
半 衡 , 回 过 头 来 看 ,我 们 之 所 以 能 够 把 这 个 差分 (或 微分) 方程 线性 
EEFI EL 当 线 性 化 的 解 离 开 半 衡 点 时 , 1x| 就 不 再 是 很 
小 的 了 ,这 样 我 们 的 解 就 不 准确 了 。, 换 句 话说, 当 一 个 线性 化 的 解 
是 发 散 的 时 候 , 它 只 是 告诉 我 们 不 稳定 性 是 怎样 开始 出 现 的 . 它 并 
不 能 帮助 我 们 预测 不 稳定 性 如 何 发 展 或 系统 向 何 处 变化 。 . 

在 估计 图 3. 2 中 的 解 时 ,应 当 明 白 的 最 重要 的 事情 就 是 所 有 结 
果 都 对 应 于 模型 控制 参数 Noro AR AK 的 同一 选择 .唯一 的 区 别 
就 在 于 我 们 处 理 时 间 的 方式 。 


N rade = 
K 2 
1 PT 
zo" 
rot 
x pit 0 
Te Y 
x — vy nad 
Tr K 1 — r 


pT 
ro 
12345478 


图 3. 2 NSK AE MAA EAE A MAAR 


5. 结果 说 了 明 


从 另 一 方面 对 非 线 性 差分 方程 (21 的 精确 解 进行 观察 .将 有 地 
FHR H At 太太 时 ,出 现 不 稳定 行为 的 原因 .用 算法 


67 


Na = Nn + {rf — Nw Nola. 6) 


蔡 代 (2) FERRE WON AD 坐标 系 中 的 一 条 直线 ;这 样 就 很 容 
易 看 出 问题 ,这 个 算法 告诉 我 们 ;Ng 的 值 是 从 Na 的 值 出 发 并 沿 
一 直线 役 影 一 个 距离 A 而 得 到 的 ,这 条 直线 的 斜率 由 括号 { } 内 
的 量 给 出 。 要 注意 的 关键 是 直线 的 斜率 完全 由 Rn 以 及 常数 rm 和 
KDOR Bj At TOK. i FETA DI) Nag SHY Oe 的 值 越 大 ,我 们 作 
NRE RM A ABS Ns 重新 命名 为 Nea 再 计算 斜率 , 重 
图 3. 3 说 明了 这 个 过 程 ， ““ 
在 那里 At 的 选取 是 很 大 的 ， 
从 而 导致 了 不 稳定 性 ,注意 ， 


K 


A Ta Ha ee Æ N 的 任意 值 

处 的 斜率 就 是 (16) 中 大 括号 , 

里 的 量 . 这 样 : 由 六 的 某 个 0 
已 知 值 开始 , 沿 着 N 处 曲线 图 3.3 对 池 导 致 不 稳定 性 的 4 的 值 ， 
的 切线 方向 伸展 Ae = 1, BR 非 线性 盖 分 方程 的 精确 图 解 


产生 了 我 们 的 解 . 只 有 当 要 采用 另 一 个 A 时 我 们 才 调 整 余 率 到 新 
AE NRE SMR A oe 值 重复 这 个 构造 过 程 ,以 确信 当 
A 足够 小 时 ,就 会 出 现 稳 定 解 。 

上 述 求解 过 程 的 一 个 物理 模型 ,或 许 能 帮助 我 们 明白 不 稳定 
性 的 原因 ,设想 你 驾驶 着 一 辆 汽车 ,但 被 蒙 住 了 眼睛 . 坐 在 你 觉 边 
的 人 在 注视 着 道路 并 告诉 你 如 何 校 正 你 的 方向 .你 的 速度 就 好 比 
常数 ;使 汽车 保持 在 路 上 就 类 似 于 向 平衡 态 N= KB. 
你 慢 慢 地 行驶 ‘小 的 76); 而且 你 的 助手 能 非常 频繁 地 (小 的 41) 给 
你 指示 ,你 就 能 够 保持 在 路 上 。 但 是 ,如 果 你 的 速度 (ro,} 或 指示 的 
时 间 间 隔 (4) 变 大 ,你 就 会 越 来 越 精 , 最 后 驶 出 路 的 这 边 或 那 边 。 
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6. ”最 后 的 注解 


希望 读者 从 这 个 练习 中 得 到 两 点 体会 :第 一 ,线性 化 稳定 性 分 
析 技 术 对 于 预测 非 线性 差分 和 微分 方程 的 特性 是 非常 有 用 的 ;第 
二 ,全 面 她 考虑 在 数学 模型 中 处 理 时 间 ( 自 变量 ) 的 方式 。 

为 了 帮助 你 领会 这 一 章 的 研究 结果 ,有 必要 给 出 最 后 这 人 ve 
解 .要 想 确定 当 自 变量 的 增 量 取得 :扩大 时 是 否 会 出 现 振荡 ,只 
E E E A RAIA T, 
并 比 较 它 们 的 结果 .如 果 比 较 的 结果 是 一 致 的 ,那么 ,数值 方法 差 
不 多 不 会 出 错 。 

研究 某 些 直 正 以 离散 时 间 生 存 的 昆虫 类 和 和 和 鱼 类 的 群体 动力 学 
是 一 项 诱 人 的 课题 .在 数学 中 与 在 自然 界 中 一 样 ,可 以 发 现 极 其 复 
杂 和 不 寻常 的 结果 。 有 兴趣 的 读者 可 查阅 May 的 论文 [3] 或 
Frauenthal 的 著作 [1]. 


7. 附录 :基本 模型 


让 我 们 来 考虑 一 种 动物 群体 .我 们 的 目标 是 构造 一 个 简单 的 
数学 模型 以 便 确 定 将 来 的 群体 规模 ,为 此 我 们 须 作 如 下 假设 ; 
i) 群体 对 迁 人 和 迁 出 是 封 闭 的 ,而 且 群 体 的 初始 规模 是 已 
知 的 ， 
ii) 群体 中 的 每 一 个 动物 与 其 它 任何 动物 具有 相国 的 死记 或 
繁殖 机 会 
第 一 个 候 设 等 于 说 离开 群体 的 唯一 途径 就 是 死亡 ， 而 进入 群体 的 
途径 或 是 出 生 或 在 建 模 的 开始 就 存在 -注意 ,尽管 第 一 个 假设 从 数 
学 土 讲 是 简单 的 ,但 在 实际 中 可 能 是 很 难 满足 的 .下 面 的 叙述 可 以 
使 第 二 个 假设 看 上 去 更 合理 些 ,我 们 把 每 一 个 动物 的 平均 繁殖 和 
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存活 特征 看 作 是 群体 中 所 有 动物 共有 的 ,当然 ;这 种 假设 排除 了 所 
有 个 体 的 差异 .第 二 个 假设 隐 含 了 某 种 更 深刻 的 结论 :模型 不 考虑 
SEU ATER 

FRR LER. BR, BAe. 取 时 刻 上 时 群 
体 中 动物 的 数目 NG) 为 应 变量 .最 后 , 设 5 和 a 分 别 表 示 单 位 时 
间 群 体 中 动物 的 出 生 数 和 死亡 数 ,这 样 ,由 于 t 时 刻 的 总 数 为 
NCO), 所 以 在 下 一 个 小 时 间 单 元 At 内 ,将 有 86N G4 个 动物 出 生 。 

为 了 将 模型 公式 化 .假设 我 们 知道 1 时刻 的 群体 规模 NN (#)， 
于 是 我 们 要 问 ,我 们 的 假设 对 At m EE N Gt AD A 很 小 ) 有 
HAER. TR AEREO +A 时 刻 的 总 数 应 等 于 时 刻 * 的 总 
数 加 上 A 期 间 内 动物 的 出 生 数 再 减 去 它们 的 死亡 数 ,利用 假设 
(i) 来 描述 出 生 和 死亡 ,可 导出 模型 的 符号 形式 : 

NG 40 = NU) -HANGA — dns. (Al) 

这 里 出 现 了 一 个 矛盾 .动物 是 以 整数 单位 出 现 的 ,然而 ,即使 
NO 是 一 个 整数 ,在 一 般 情 况 下 我 们 也 投 理由 期 彰 入 (2 十 41) 是 一 
个 整数 ,我 们 不 必 对 这 个 问题 感到 惊 恕 ,请 注意 ,群体 规模 越 大 , 相 
继 的 整数 间 的 百分比 差 就 越 小 ,这 样 ,如 果 总 数 很 大 ,我 们 可 将 答 
案 四 会 五 人 到 最 近 的 整数 ,而 不 会 使 结果 有 严重 的 改变 。 这 种 无 妨 
大 局 的 做 法 ,为 我 们 提供 了 一 种 在 N 为 任意 正 实 值 时 预测 群体 规 
模 的 方法 。 因 为 负 的 动物 数量 毫 无 意义 ,所 以 ,ss0 就 意味 着 这 种 
群体 的 绝种 。 

KAD KER 


Net 0) — ND 一 -NG (A2) 


Hp r=6—d 称 为 群体 净 增 长 率 。 注 意 , 假设 人 i) 的 一 个 阿 接 结 果 
就 是 方程 中 只 计 入 了 出 生 率 与 死亡 率 的 差 。 

作为 假设 () 的 一 个 结果 ,我们 假定 在 1 二 0 时 群体 的 规模 已 知 
为 入 (0) 王 No, 我 们 的 目标 是 求 出 (A2) 在 1 之 0 时 的 解 'No 是 已 知 
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的 。 注 意 , 因为 我 们 的 公式 与 我 们 关于 实际 情况 的 候 设 是 一 致 的 ， 
我 们 可 以 认为 这 个 公式 是 “准确 的 ”. 就 这 一 点 而 诗 , 没 有 引进 数学 
的 近似 .到 目前 为 止 ,我们 对 净 增 长 率 r~ 几乎 未 作 说 明 . 推 测 起 来 ， 
上 将 随时 间或 群体 规模 改变 ,或 随 两 者 同时 丽 变 。 我 们 的 下 一 项 工 
作 就 是 对 这 种 变化 作 解 本 描述 . 任 直 党, 我 们 作出 如 下 假设 。 
ii) PIBER o AACE d 并 不 明确 地 依 不 于 时 间 ! 
iv) ” 当 群 体 规模 增长 时 ,5 趋 于 减 小 而 4 THK. 
假设 让 实际 上 就 是 说 ;既然 我 们 r 
不 知道 更 好 的 结果 ,就 只 能 忽略 
b 和 对 时 间 的 变化 ,由 于 在 有 
限 的 环境 内 会 出 现 营养 不 良和 拥 、 N 
挤 ,这 就 导致 了 后 一 个 假设 。 x 
LUE iii) BERT rr ON). i iv) Ba] dr/dN 过 90, 不 过 这 
ERER ABLAZE SL ON) A) PR BOE Sh. EE rGv) 的 准确 形式 作 
近似 时 ,我 们 选择 与 这 些 假设 一 致 的 最 简单 的 ( 即 线性 的 ) 表 示 式 。 
r= rt rN = rl — z}. 
为 了 便于 进一步 的 表述 ,我 们 引出 了 这 个 表示 式 的 第 二 种 形式 ; 它 
是 用 ”和 天 表达 的 ,注意 ;我们 要 求 吉 入 是 正 的 常数 ;因此 
(A3) 就 像 这 里 图 示 的 那样 。 
注意 ,; 当 总 数 小 于 居 时 ,r 是 正 的 :而 当 它 大 于 天 时 ,r 是 负 
的 ,另外 ,递减 表现 为 线性 的 ,用 C3 中 的 近似 表示 式 ( 写 成 "和 
K 的 形式 ) 民 换 (A2) 中 的 +, 我 们 得 到 方程 
t 一 NU N t= 0 
Netan (4) = nfi _ N&) Ne (veo) = No 
CAA) 
如 果 Ac 是 有 限 的 ,这 就 是 一 个 非 线 性 差分 方程 ,并 且 当 Aok 
它 就 成 为 一 个 非 线 性 微分 方程 , 旭 众 所 慰 知 的 所 谓 逻 辑 方 程 


ro 


CA3) 


Jah ohe 


Fo 
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dN of. NÆ te 0 
= rofl <3 No, p7 LN.. (A5) 


注意 ,(A4 和 (A5) 就 是 本 章 主题 部 分 方程 (2) 和 ft3) 的 再 现 。 


练 


+4 


习 


和 解 逆 辑 微分 方程 ， . 
an N) 20 
a ~~] Nea = Ny, 
JF BSE ABB Sp PM 
Nip. expL rot ] 


K K ' 
W. 十 exp[ry] — 1 
a 


EWS LSE a SR NKIR RRR BR ES RO 
A, 

由 图 1 可 看 出 ; 仅 对 于 Noi 玉 ARRAS OR eb A. 
URES Hr EL 


Node + at) — NG N 
a ) "li Re |New 


在 六 一 0 处 的 平衡 点 进行 分 次。 


注意 ,规定 的 初 怒 于 挑 实际 上 很 有 意义 。 
对 逻辑 微分 方程 


dN _ [h-E] 


dr ro 
重复 练习 4 的 讨论 。 
SER RAH AY BR XO NG K ENSK Ob. UTE 
稳定 性 分 析 。 
考 虚 微 分 方程 
to, 
rok > 0. 


dN 
L.A = 1 — explo 一 N/K], | 


a) RTRA. 
b》 确定 平衡 点 处 的 稳定 性 性 质 .( 广 ,为 了 线性 化 ,必须 利用 Taylor 级 数 展 开 
a) 
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只 


reo, Nut) dN 


; 
dr = rot. 


N anfi- Ny, -f — 
de o K | NO = Ne dM NOL > ON/KD) a 


1 =24 E ASANI KHEN 
NU—CN/KY) MN LIENAR)Y NOCNIK) 


=A=1,8=A/KR=1/K, 


于 是 
_ Nerd N Med din sR} 
ror = i N +a 1— (NIK) 
Nari PATE] 
= InN — ntl — N/K )) 
Ng Ny 
1 NOT] 一 (No/K)] 
a Well — CNK] 


Naot 一 CN: KO] ; 
了 NOR eof， 
NGHOL 一 (9 区 4 CNo/ Kyexp[lrot]: = Moexp[rot] 
NU) exp roi] 
K (K/N3) + expLror] — 1 


dN/de=ro( 1—ON/KUIN. FR, ENSK Sb dN /dt= tN CO ae NSK 


HAZE 
Yerfi ~} N=roN nw, 
dN dN 2N dv 2N | dN 
a AT K de } nt 区 | ae 
拐点 在 dBY/d2 =O dN /de Osh RLL NK = 0. Tie N= KN 
N/K= 1/2. 
Betts NOS KN 
>x zetan e nfi SSO kein. 
TETAN TO relr) — rore). 
ee |e lel = |r |E lri. 线性 化 ,得 
xOr+aArdee (L+rodvdrt). 
SRF 60) = 29> 0. 
线性 差分 方程 的 解 : 


AHA = 二 ro dn. 
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但 是 ryAt> 0 1+ rodeo 1. 所 以 平衡 基 不 稳定 且 非 振荡 的 。 
Bity it NO =R) 
sgl ir _,,| 1 Kz) 


Ka, 


dr 2 
= rgt rgt. 
ar Yr D 


Be let <= jela rl. ti 


yee 
PRG TE 00) = zo 0, 
微分 方程 的 解 : 
ale) =roexplrof]. 
但 是 o> 0. EMRE eH Ee. 


EEDI RNO SK KAXGO, 
ax ey, 
ar ro "oR 

(RU (SKS [Pf KSA EK. SHEE HB 
dX 


a= Z rž. 


HETH: X (0) = Xo. 
线性 微分 方程 的 解 ， 
X(t) =Agexpl rat]. 
[H ro> 0, Me ooht Xr) +0. AER ee se BE eee OH. 


dN 
ee = 1 exe raK], 
a) Aft fi dN d= O=> 1 —expl ril- (N/K) ]=02N=K 
bh) RE: HE NGO KE1+209] 


d 
= S =l erplrr]. 


RAER K orpiror]= ttrort Eryr? tm FB 


dr 1 3 
a rt iil 

Bae || EIS ta E lal 2d PE iH 
dr 


ape rer x( 0) = arp. 
#: 
IiE roexp. — ro]. 


A ro 0. ORY 20-0, EOP BB HAE 
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教师 参考 


目的 ”研究 取 了 极限 衬 一 0 以 后 ,把 差分 方程 转化 为 微分 方 
程 的 数学 结果 .在 这 个 转化 过 程 中 , 对 线性 稳定 性 分 析 的 方法 展开 
了 详细 讨论 .在 微分 方程 .数值 分 析 或 数学 群体 生物 学 等 课程 的 结 
言 中 引用 本 章 ,同样 令 人 满意 。 

预备 知识 ”一 年 的 微 积分 . 略 知道 些 群体 生物 学 和 牛顿 力学 
知识 ,将 有 助 于 本 章 内 容 的 学 习 ,不 过 教师 要 作 些 补充 。 

时 间 ”用 一 个 课时 完成 本 章 的 内 容 。 学 生 预 习 一 下 本 章 更 好 。 


EK He RR ARH 
一 阶 微分 方程 


第 4 章 
Van Meegeren 的 艺术 伪造 品 


Martin Braun” 


第 二 次 世界 大 战 中 ,比利时 解放 后 ,德国 战场 安全 部 开始 追捕 
绸 粹 同 党 .在 一 家 公司 的 记录 中 (这 家 公司 曾 把 大 批 艺术 品 出 卖 给 
德国 ), 他 们 发 现 了 一 个 银行 家 的 名 字 , 这 个 银行 家 在 将 17 世 纪 荷 
兰 著 名 画家 Jan Vermeer HM ete DF SEAS Goering 时 做 过 中 间 
人 .这 个 银行 家 还 承认 他 曾 是 德国 三 流 画 家 H. A. Van Meegeren 
的 代理 人 (1945 年 5 月 29 日 ,Meegeren 因 通 敌 罪 被 捕 )。1945 征 7 月 
12 H, Meegeren 在 监狱 的 单 人 牢房 中 说 他 从 未 将 4 妓女 》 卖 给 
Goering ,这 使 世界 感到 震惊 ,更 有 其 者 ,他 说 这 帆 画 以 及 非常 车 名 
和 精美 的 4Emmanus 的 信徒 们 外 还 有 其 它 四 幅 被 认为 是 Vermeer 
的 作品 和 和 两 幅 被 认为 是 de Hooghs(17 世 纪 荷 兰 另 一 位 画家 ) 的 作 
品 都 是 他 伪造 的 .许多 人 认为 Van Meegeren 是 在 说 说 ,他 是 为 了 
逃脱 通 敌 的 罪责 ,为 了 证 实 他 所 说 的 ,Van Meegeren FF te CFE MGR 
42) fis Vermeer 的 画 耶稣 在 学 者 们 中 间 》; 从 而 向 持 怀疑 态度 的 
人 表明 他 实际 上 是 一 个 多 么 好 的 Vermeer (RARITIES . 4 RAY 
工作 几乎 要 完成 时 ,他 获悉 他 的 通 敌 罪 已 被 伪造 罪 所 取代 。 于 基 ， 
他 拒绝 完成 他 的 画 及 使 之 老化 ,他 希望 调查 人 员 不 会 发 现 使 他 的 


* Department of Mathematics, Queens College. Flushing NY 11367. 
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伪造 总 老化 的 秘密 ,为 了 解决 这 个 问题 ,一 个 由 著名 化 学 家 ,物理 
学 家 和 艺术 史学 家 组 成 的 国际 调查 小 组 受命 调查 此 事 . 调 查 小 组 
对 油画 作 了 X 射线 检查 以 确定 是 否 有 其 它 油 画 在 它们 下 面 , 此 
外 ,他 们 分 析 了 绘画 所 用 的 颜料 (色彩 材料 ) ,并 检验 某 些 年 代 迹 
E 

Van Meegeren 非常 了 解 这些 方 法 .为 了 避免 被 发 现 , 他 把 不 
念 么 值钱 的 旧 油 画 太 毁 来 取得 画布 ,并 试图 用 Vermeer 可 能 用 过 
的 颜料 .Van Meegeren 还 知道 ,上 日 的 画 是 非常 坚 赔 的 ,不 可 能 被 溶 
解 。 所 以 ,他 在 他 的 画 中 巧妙 地 混合 了 一 种 化学 物品 5 葵 酚 甲醛 )， 
当 把 完成 了 的 于 放 进 烘箱 中 加 热 时 ,这 种 化 学 物品 就 变 为 坚 春 的 
RSF. 

不 过 ,Van Meegeren 7E 4978 dh AA Ey tS BR A EK 
MARA TAARE HE a. Sb ATE He Ee T 
AEBS RE Gt AP Ge aa ATF tee E). HE EE 
Van Meegeren 于 1947 年 10 月 12 日 被 判 为 有 徘 ,并 被 判处 一 年 监狱 
德 刑 .在 服刑 期 间 , 他 心脏 病 发 作 , 于 1947 年 31 月 30 日 死亡 。 

尽管 有 专家 小 组 收集 到 的 证 据 , 许 多 人 还 是 不 愿 相信 和 著名 的 
(Emmaus 的 信徒 们 》 是 Van Meegeren 伪造 的 ,他 们 的 论点 是 基于 
这 样 的 事实 ,其 它 已 确认 的 伪造 品 和 Van Meegeren 快要 完成 的 
《 习 稣 在 学 者 们 中 间 》 的 质量 都 很 差 。 他 们 说 的 确实 有 道理 ,精美 的 
(Emmaus 的 信徒 们 ?的 创作 者 是 不 会 作出 如 此 低 雾 的 画 的 。 而 事 
实 上 ,著名 的 艺术 史学 家 入. Bredius th, iF T Emmaus (4) (% fE 
们 ?是 真正 的 Vermeer 的 作品 ,并 且 该 画 已 被 Rembradt 协会 用 
170 000 美 元 买 下 ,调查 小 组 对 这 些 持 怀疑 态度 者 的 回 管 是 这 样 
的 ,由 于 Van Meegeren 对 他 在 艺术 界 没有 重要 地 位 极其 不 满 ,他 
带 着 狂热 的 决心 临 药 了 4Emmaus 的 信徒 们 》, 为 的 是 要 证 明 他 实 
际 上 比 三 流 画 家 强 . 作 出 这 样 一 性 杰作 后 ,他 的 决心 消失 了 .加 之 ， 
当 看 到 处 置 4Ermraus 的 信徒 们 》 是 多 么 容易 ,他 就 对 随后 的 构造 
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品 不 太 下 功夫 了 .这样 的 解释 并 不 能 使 怀疑 者 满意 .他 们 要 求 有 一 
个 完全 科学 的 ,确定 性 的 证 明 , 证 实 tEmmaus 的 信徒 们 》 确 实 是 一 
件 伪造 品 .1957 年 卡 内 基 - 梅 隆 大 学 的 科学 家 们 作 了 这 一 证 明 , 这 
里 我 们 愿意 描述 一 下 他 们 的 工作 。 
本 世纪 初 ,人 们 发 现 确 定 绘画 或 其 它 物质 如 岩石 .化石 的 年 
代 , 关 键 在 于 放射 性 现象 .物理 学 家 Rutherford 和 他 的 局 事 们 证 
明 , 某 些 "放射 性 元素 的 原子 是 不 稳定 的 , 在 一 个 给 定 的 时 期 内 ， 
一 定 比 例 的 原子 会 自动 地 衰变 ,形成 新 元 案 的 原子 ,放射 性 是 原子 
的 一 个 特性 ,Rutherford 证 明了 ,一 种 物质 的 放射 性 与 现存 的 物质 
的 原子 数 成 正比 .这 样 , 如果 NC) 表示 上 时 刻 存 在 的 原子 数 , 则 每 
单位 时 间 训 变 的 原子 数 IN /de 与 N 成 比例 ; 即 
dN /dr =— AN. (1) 
正 的 常数 2 EMR BESM. AR ARK. 物质 衰变 得 越 快 。 
对 物质 衰变 速度 的 一 种 度量 就 是 物质 的 半衰期 , 它 定义 为 一 定数 
量 的 放射 性 原子 衰变 到 一 半 时 所 泛 要 的 时 间 . 我 们 可 根据 4 来 计 
算 物 质 的 半 豪 期 .假设 在 4 时刻 'NNCto) = No. 则 初 值 问题 
dN/dt =— AN, NC) = No 


的 解 是 
NG) = Nuexp[ 一 af de]* = Nyexp[— AG — #6)] 


R N/N, = exp[— Ale 一 如 了 两 边 取 对 数 ,得 


nA 
. — AG f) = ln N, (2) 
1 0. 6931 
(t — ta) = ae = i + (3) 


+ wesc ds. — iE. 
t 
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PRA » — PAER AB Sey In 2 BRA EE OR A A OH HBS 
简便 我 们 把 它 省 略 了 ) 为 时 间 的 倒数 ,如 果 : 用 年 度量 , 则 * 有 机 应 
HRA 1 /yr, 如果 上 用 分 度量 , 则 4 有 相应 的 量 网 17min. 许多 物质 
的 半 大 期 都 已 被 测定 并 有 记录 。 例 如 , 碳 一 14 的 半衰期 为 5 568 年 ， 
铀 一 238 的 半 喜 期 是 伍 亿 年 。 

“放射 性 断代 "的 基础 如 下 。 由 (2 可 解 得 

f— h = C1/AINGN,/N). 

WOR ty 为 某 种 物质 最 初 形成 或 制造 出 的 时 间 , 则 该 物质 的 年 代 就 
是 C1/WInCtN/No). 在 大 多 数 情 沈 下 ,衰变 常数 4 是 已 知 或 可 算出 
的 ,此 外 ,通常 很 容易 算出 六 . 这 样 ,如 果 知 道 w。, 我 们 就 能 确定 该 
物质 的 年 代 , 但 这 正 是 实际 的 困难 所 在 ,因为 通常 我 们 并 不 知道 
Nos 不 过 在 基 些 情况 下 ,我 们 可 以 问 接地 确定 No, 或 确定 No 的 某 
个 适当 的 范围 ,Van Meegeren 的 伪造 品 就 属于 这 种 情况 。 

我 们 从 初等 化 学 的 下 面 这些 众 所 周知 的 事实 开始 .地 帝 中 的 
所 有 岩石 几乎 都 含有 少量 的 铀 .岩石 中 的 轴 训 变 成 一 种 其 它 的 元 
素 ; 而 这 种 元 素 又 衰变 成 男 一 种 元 素 , 如 此 衰变 下 去 ,形成 一 个 元 
SRP NE BSS A. 1) 就 不 再 训 变 了 。 负 5 半衰期 超过 40 亿 年 ) 
不 断 地 补充 序列 中 的 后 续 元 素 , 所 以 ,这 些 后 面 的 元 素 被 前 面 的 元 
素 替 代 的 速度 与 他 们 训 变 的 速度 同样 快 。 

所 有 的 绘 面 都 含有 少量 的 放射 性 元 素 铝 一 210tPb:*) 和 更 少 
的 锚 一 226CtRa*”*) ,这 两 种 元 索 都 存在 于 白 铅 ( 铅 氧化 物 } 中 ,画家 
NRA FRRE A2 000 多 年 了 .为 了 后 面 的 分 析 , 请 注意 下 面 
这 些 事实 ,它们 是 很 重要 的 , 白 钳 是 由 铅 金属 产生 的 ,而 铅 念 属 是 
经 过 熔炼 从 铬 矿石 由 提取 出 来 的 .在 这 个 过 程 中 ,矿石 中 的 钳 一 
210 随 铅 金 属 被 提取 出 来 ,不 过 30% 一 95 叫 的 锚 以 及 它 的 派生 物 都 
随 着 炉渣 中 的 废物 被 排出 了 ,所 以 大 多 数 铅 一 210 的 提供 物 都 被 排 
掉 了 ;而 铅 一 210 开 始 迅 速 地 衰变 ,其 半衰期 为 2 年 ,这 个 衰变 过 程 
一 直 持 综 到 白 铝 中 的 错 一 210 再 次 与 现存 的 少量 鳃 达到 放射 平衡 ， 
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即 铅 一 210 的 衰变 恰好 被 镭 的 衰变 所 平衡 。 

现在 让 我 们 利用 这 个 结论 计算 样品 中 现存 的 氏 一 210 的 数量 ， 
计算 是 基于 最 初生 产 时 错 一 210 的 数量 . 设 yO) 为 上 + 时刻 每 克 白 钳 
Hg 210 的 数量 ,y。 为 最 初生 产 时 to) BRE ENS 
一 210 ROME. ir Ce) 为 :时 刻 每 分 钟 每 克 白 铝 中 多 一 226 的 衰变 
Be. to A ER 210 的 衰变 常数 , 则 


z = Ay +r), HE) = Mur i (4) 


Fy RAT FL ee 300-4 ok — hi fi] HAP] ROSA, OT LL AT ER — 226 
保持 常数 (其 半 庆 期 为 1 600 年 ) Aer) 是 一 个 常数 = 用 积分 因子 
ME) = e* 乘 微分 方程 的 两 端 ,得 d(exy)ydt = re”. 因此 


eV y(t) — eyo = Thee 一 es), 
或 
y= cu — ema] + ye et, (5) 


现在 y(t) 和 很 容易 测 得 .于 是 ,如 果 我 们 知道 % ,我 们 就 可 
以 利用 55) 来 计算 G 一 t) ,因而 ,我 们 就 能 确定 画 的 年 代 , 正 如 我 
们 已 指出 的 ,虽然 我 们 不 能 直接 测 得 mw, 但 有 一 种 可 能 的 办 法 , 它 
能 帮助 我 们 导 开 这 个 困难 ,这 种 办 法 就 是 利用 这 样 的 事实 ; 铅 一 
210 的 初始 量 是 与 用 来 提取 铅 金 属 的 矿石 中 的 大 量 的 镭 一 226 处 于 
放射 性 平衡 状态 的 .所 以 ,让 我 们 取 不 同 的 矿石 样品 ,计算 锚 一 226 
的 训 变 率 . 对 各 种 人 矿石 进行 计算 ,结果 见 表 1. 这 些 数字 从 0. 18 变 化 

到 140. 因而 ,生产 时 每 分 钟 符 克 白 销 中 铅 一 210 的 衰变 数 将 在 0. 18 
到 149 之 间 变 动 . 因 为 销 一 210 的 衰变 数 是 与 当时 的 量 成 比例 的 ,这 
意味 着 也 将 在 一 个 大 区 间 中 变化 这样 ,我 们 就 不 能 利用 (5) 得 
到 一 个 精确 的 一 一 或 共 至 是 一 个 粗糙 的 一 一 画 的 年 代 佑 计 。 不 过 ， 
我 们 仍然 能 够 利用 C5) 区别 17 世 纪 的 画 和 现代 的 物 造 品 , 这 种 方法 
的 基础 就 是 进行 简单 的 观察 , 如 果 一 幅 画 与 钳 的 22 年 半衰期 相 比 
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非常 四 ,那么 ,在 画 的 样品 中 , 钳 一 219 的 放射 量 几 乎 等 于 这 个 样品 
中 镭 的 放射 量 . 另 一 方面 ,如 果 一 幅 画 是 现代 作品 ( 画 龄 20 年 左 
A) MAH 210K SHR RRA. 

Rl 矿石 与 精密 样品 


种 类 及 来 源 | Ra? fy $248 /min 
#8" COklahoms-Kansas) 4h 
FRA A (5. E. Missouri) 2d 
"KTS. E. Missouri? 0T 
HT Adah) i 22 
AR (Idaho) 0. 18 
精 矿 CWashington》 | 140 
#89" (British Columbia) 1.9 
HH (British Columbia) Da 
YAP (Bolivia? 1.6 
T (Australia) 1.1 
所 有 训 变 率 都 是 每 分 钟 每 克 白 错 。 


”通过 下 面 的 方法 ,我 们 可 以 使 这 一 论据 变 得 更 精确 .假设 问题 
中 的 画 或 者 非常 新 ,或 者 大 约 有 300 年 的 历史 在 (5) 中 设 + 一 名 一 
300. 那么 , 作 些 简单 的 代数 运算 后 ,可 看 出 

es — r(e™ — 1), (6) 
如 果 我 们 的 画 确 实 是 件 现代 的 伪造 品 , 那 么 ty 就 应 不 合理 地 大 。 
为 了 确定 什么 是 不 合理 的 高 训 变 率 ,我 们 观察 到 (参见 练习 1. ) ,在 
一 个 白 钳 样品 中 ,如 果 铅 一 210 最 初 (生产 时 ) Ld a E A HP 
100dis/min 的 衰变 率 衰变 ,那么 用 来 提取 这 些 钳 的 矿石 中 , 铀 的 含 
量 为 0. 01426. 这 样 高 的 铀 法 度 是 少 有 的 ,因为 地 壳 岩 石 中 镭 的 平 
均 舍 量 大 约 是 每 再 万 2.7 份 (2. 7ppm) 。 另 一 方面 ,在 西半球 存在 非 
常 稀有 的 矿石 ,其 中 铀 的 含量 是 2% 一 3 站 . TOR, RS 
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克 白 铅 超 过 30 000dis/min , FLARE — 21 ONG PEAR Bee EAB 
合理 的 。 

为 了 计算 生产 时 每 克 央 销 每 分 钟 内 销 一 210 的 误 变 数 Ayo 
须 计算 错 一 210 现在 的 衰变 率 2y(t)  — 226 MEM WR 
ex 因为 若干 年 后 ,外 一 210(Po*”) 的 衰变 率 等 于 铅 一 210 的 误 变 
率 , 而 且 针 一 210 的 训 变 率 较 易 测 得 ,我 们 就 用 外 的 这 些 值 代替 铅 
一 210 的 有 关 值 .为 计算 ez ,由 (3) 观 察 到 4 = 二 In2/22. 因此 

人 3004 = ONE2) ln 一 - gawn, 

人 们 测定 了 《Emmaus 的 信徒 们 3》 以 及 其 它 几 种 已 确认 的 伪造 
品 的 外 一 210 和 和 镭 一 226 的 衰变 率 ,结果 参见 表 2. 如 果 我 们 由 C6) 计 
$9 it] (Emmaus 的 信徒 们 ?中 自 铬 的 Ayo 19 
Ayo = 2° (8.5) 一 ”0.8K21501 — 1)dis/min/g Hjt = 98 050. 

这 个 值 大 得 简直 叫 人 无 法 接受 。 因 此 ,这 幅 画 一 定 是 现代 的 伪 
造 品 。 用 类 似 的 分 析 ( 参 看 练习 2 一 4) 可 以 证 明 《 洗 足 》,《 读 乐谱 的 
妇 人 》,《 弹 最 陀 林 的 妇 人 3》 这 些 画 毫 无 疑问 都 是 伪造 Vermeer 的 。 
另 一 方面 ,正如 某 些 专家 所 声称 的 《做 花 边 的 人 3 和 《欢笑 的 女孩 》 
这 些 画 不 可 能 是 最 近 伪 造 Vermeer 的 ,因为 这 两 幅 画 的 外 一 210 与 
错 一 226 几 乎 接近 放射 平衡 ,而 且 在 19 世 纪 或 20 世 纪 的 任何 绘画 样 
品 中 都 没有 观察 到 这 样 的 平衡 。 

表 2 原著 被 怀疑 的 油画 


画 名 Po? py FE Ra? oy ee ae 
Emmaus 的 信徒 们 ' 3.5 . 0.8 
BE 12.6 - 0.26 
读 乐 谱 的 妇 人 ` 10.4 0.3 
弹 上 总 陀 林 的 妇 大 8.2 0.17 
WERA 1.5 l-4 
欢笑 的 女孩 a. 2 G 


* 原文 误 为 ”十 ”一 一 译注 
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CTD REEN TAAA E pR EEA p MIE. 
a) M 2389 FEWER. 51X 10% ye. HAERERE AAIE ARS 
在 200~300yr HA PA RARE E Pa BENG 表示 :时 刻 每 克 
普通 名 矿 有 中 所 含 的 吕 开 的 厂子 数 ,因为 ,在 矿石 中 输 一 红 0 与 钠 一 238 处 
于 放射 平衡 ,从 而 知道 在 加 时 刻 锁 的 
: d /de =— AN =— 100dis/min/g. 
证 明 , so 时 肇 ,每 克 普 通 钳 看 石 中 含有 3. 42 X10) a 2E T 
提示 :lyr 一 525 600min. 
b> 利用 1 摩尔 铀 一 238 重 238 .摩尔 铀 一 238 售 6. 02X 107 a. RAK A P 
示 的 浓度 近似 地 为 0. 014%. 
对 练习 2 ,3 发 4 中 的 画 , 利 于 表 2 中 的 数据 ,计算 每 克 普 通 独 中 门 角 最 声 每 分 
PETE SEA SP ASHER eh — WARE Bat Vermeer 的 。 


. ORAS. 


CE RAUIELAD. 
CHRP ALAS. 


“FY RA TNE AE RY JET TRE 


a) 设 Nast) FD Nags (O SEAR IESE AY REE HE BA UP ap 2 的 原子 
HC DP BE = 0 ARTER E A HRA A ETE 


d 一 Ine 

dg Nest) = oy SITE 

d Wt) = ZE? Ndn 
de 25? = gogoro she) 


ALTE DY Nose 0 AL Nose C(O) PRI LE ATER RI Neato A Nays UD. 

3) 1946 年 ,在 任何 样品 中 , 比 秆 23/035 汶 137.8. ER EE ER Pe 
合 有 等 且 的 号 和 ,证 明 负 的 寿 合 是 5.96 108 yr, Ree TR 
接受 为 铀 的 寿命 。 

Rik EB i OE PR T 3 ET), Eb es VI > Pb + 

C4 Het). 误 变 为 错 一 208(CTPbza) AT ARSE LL PE AA Be AA ELD EE Pee T 

0. O376g #)— 208. E AEE BE ERALA HES ee ea EE ar AE 

AK: 0. 0376g, PbS (232/208) x0. 0376g. EBEE NIPID) 。 
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Mead AR eS eK Ee h 
W. Libby 大 约 在 1949 年 发 现 的 ,这 种 方法 的 依据 极其 简单 ,地 球 的 大 气 层 不 断 
地 党 到 宇宙 射线 的 变 击 .这 些 宇宙 射线 在 大 气 层 中 产生 中 子 . 而 这 些 中 于 与 氮 
结合 产生 CH. CH 通常 称 为 放射 性 磋 , 寺 为 它 作 放射 性 襄 变 .这 种 放射 性 碳 混合 
在 二 氧化 碳 中 ,在 大气 层 中 移动 ,被 植物 吸收 ,然后 ;动物 吃 下 这 些 植物 , 窜 节 们 
的 组 织 中 辆 送 了 放射 性 碳 ,. 在 话 组 织 内 ;C+ 的 吸收 率 恰好 与 的 赛 变 率 平 奖 。 
然而 , 当 一 个 组 织 死 亡 时 , 它 便 停止 吸收 C 这样 C4 的 流 度 由 于 现存 的 如 的 
衰变 而 减少 ,在 物理 学 中 有 这 样 --- 个 基本 相 设 ,宇宙 射线 对 地 球 大 气 层 的 秦 击 
连 度 总 是 常数 .这 就 是 说 ;在 样品 中 ;人 重 如 嵌 :C" 的 初 妨 衰变 率 与 今天 测 得 的 赛 
变 率 -- 样 ,* EAT AT GR Se RE a SEAL NC Seas tA 
中 CH 的 现存 量 .而 No 为 样品 形成 时 对 = 0) CAG AE AMR 4 表示 CM 的 衰变 
常数 (C4 的 半音 期 县 5 568yr) , 风 dN) dr = — ANG, N (O) = No Ai NC) 
= Net. Wa PRC! E AD ERR ROD = ANG) = AN uet ea 
Æ RO) = AN. PERR = eO* A = Dln RGR G). 四 此 ,如 
PERNAR Y CHA AA SESE RO OPE BRO) 一 定 等 十 可 比较 的 活 
PAF CM BY Se ae ,那么 ,我 们 就 可 以 计算 党 的 年 代 : Fa ER 
方法 的 实用 例子 。 

7， 1950 年 , 从 法 国 著名 的 Lascaux 洞 容 中 的 局 住 材料 上 取得 炭 , 委 出 平均 计数 
0. 97dis/min/ g. 活 树木 给 出 的 是 6- 68dis FATT A RJE ATIE Lascaux 福 
FOE AL SY YT AE AK. 

8. 1950F. Æ E E fè £E É — 7 aK TT Nippur 5y Ep i ae. 计数 得 4.09 
dis/min/g. 7A AALS. 68qis, ae Ree Hammurahi 统治 时 期 形成 
的 ;, 试 生计 Harmmurahi 继任 的 可 能 年代 。 
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教师 参考 


目的 ”本章 的 模型 展示 了 白 铅 中 某 种 物质 是 如 何 进行 放射 性 
衰变 的 ,利用 它 证 明 Rembrant 协会 用 170 000 美 元 买 下 的 著名 给 
Hi€Emmaus 的 信徒 们 ?是 一 件 伪造 的 Vermeer 作品 。 

预备 知识 ”一 和 阶 线 性 非 齐 次 微分 方程 ， 

时 间 本章 可 讲 一 次 或 两 次 课 。 


第 5 章 
单一 群体 模型 


Martin Braun * 


本 章 , 我 们 将 研究 榨 制 某 些 物种 增长 的 一 航 微 分 方程 。 年 一 
看 ,用 一 个 微分 方程 建立 一 个 物种 的 增长 模型 似乎 是 木 可 能 的 , 因 
为 任何 一 个 物种 的 群体 总 是 作 整 数量 变化 的 .因此 ,任何 物种 的 群 
体 绝 不 可 能 是 关于 时 间 的 可 微 画 数 ,不 过 ;如果 一 个 给 定 的 群体 很 
虎 大 ;而且 突然 增加 的 只 是 单一 的 个 体 , 那 么 ,这 种 变化 与 给 定 的 
群体 规模 相 比 是 非常 微小 的 .于 是 我 们 作 这 样 的 近似 假设 :大 规模 
群体 随时 间 连 续 地 甚至 可 微分 地 变化 。 

设 p( 刀 表示 一 种 给 定 物 种 在 时 刻 : 的 总 数 ,rti,p) RR 
种 出 生 率 和 死亡 率 之 差 , 如 果 这 个 群体 是 抓 立 的 ,中 不 出 现 净 迁 出 
或 迁 入 ;部 么 总 数 的 变化 率 dp/de EF reo. 在 大 多 数 简 化 了 
的 模型 中 ,我 们 假定 7 是 常数 , 即 它 不 随时 间或 总 数 而 变 , 于 是 ,我 
们 就 可 以 写 出 下 面 的 控制 群体 增长 的 微分 方程 


= ap) a = 常数 . 


这 是 一 个 线性 方程 ,被 称 作 群体 增长 的 马尔 萨 斯 律 。 如 果 所 给 物种 


* Department of Mathematics, Queens Coilegc, Flushing, NY 11367- 
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TE to 时 刻 的 总 数 是 Po W PCT A A PA 
d; 


af = aptt),plt,) = po. 


FEL dD A E 
b(t) = poexplatt — £5) ]. 

因此 , FE Ain] Yay E B 78 Be ES 4S BSE AS yp BD FE Behe 
长 ， l 

我 们 刚才 已 经 用 公式 表示 出 关于 群体 增长 的 一 个 非常 简单 的 
模型 ,这 个 模型 如 此 简单 ,实际 上 内 须 用 究 究 几 行 就 能 促 完全 求 出 
其 解 。 所 以 弄 清 楚 这 个 简化 的 模型 与 实际 情况 是 否 有 某 种 联系 是 
很 重要 的 。 设 p 避 表示 二 时 刻 地 球 上 的 天 羔 人 口 总 数 。 据 估计 
1961 年 地 球 上 的 人 口 总 数 为 3 060 000 000, 而 在 以 后 的 上 年 中 ， 
人 口 总 数 以 每 年 2 多 的 速度 增长 。 这 样 加 一 1961, po 二 (3. 06)10,a 
=0. 02, av 

pa) = (3. 06)10%expl0. 024 — 1961]. 

用 过 去 的 人 口 总 数 肯 定 可 以 检验 这 个 公式 的 结果 。 

Bie 这 个 公式 悦 计 的 1700—1961 年 间 的 人 口 总 数 竟 是 如 
此 惊人 的 准确 。 地 球 上 的 人 口 总 数 每 35 年 就 翻 了 一 番 , 而 我 们 的 


方程 预测 每 34. 6 ERMA RRB. AEM mR 


们 注意 到 地 球 上 人 类 大 口 总 数 在 了 二: 一 ts NB RH oO 
2. 在 这 个 方程 的 两 边 取 对 数 ,得 0. O2T = In2. hk T= 50in2-~ 34. 6. 
现在 ,让 我 们 来 看 一 下 迁 远 的 未 来 .我 们 的 方程 预测 在 2510 年 ,地 
球 上 人 口 总 数 将 是 2 000 000 47,,2635 ÆA 18 000 000 4€, 92670 年 
为 36 000 000 亿 。 这 都 是 些 天 文 数字 ,它们 的 意 尽 是 难以 评价 的 。 
我 们 这 个 星球 的 总 表面 积 约 为 18 600 000 42, ft’. 其 中 80% He KE 
盖 。 很 设 将 来 我 们 愿意 生活 在 船上 ;就 如 同 在 陆地 上 一 样 ,容易 看 
出 到 2510 年 ,每 人 将 只 有 9. 3ft? ;到 2653 年 ,每 人 就 剩 1ftz 的 立 
足 之 地 ;而 到 了 2670 年 ,我 们 只 得 互相 踩 着 户 腾 站 厂商 层 了 。 
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所 以 ,看 来 这 个 模型 是 不 合理 的 ,应 该 舍弃 。 不 过 ,我 们 不 能 不 
顾 下 述 事 实 , 即 这 个 模型 与 过 去 的 数据 惊人 地 一 致 。 而 且 , 我 们 有 
另外 的 根据 ,就 是 人 口 总 数 确实 指数 地 增长 .考虑 一 种 很 小 的 哮 齿 
动物 ,其 繁殖 非常 快 。 取 单位 时 间 为 一 个 月 并 设 群体 以 每 月 40 冯 
的 速度 增加 ,如 果 最 初 (1 一 0) 存在 两 个 喘 齿 动物 ,那么 ,这 种 哺 齿 
动物 的 数量 pte) 在 上 时 刻 满足 初 值 问题 
de = 0, 4p) ,pt0) = 2 


因而 
pl) = 2e*, (1) 
表 1 将 所 观察 到 的 与 由 式 (1) 计 算出 的 群体 数 作 了 比较 ,可 以 看 
出 ,两 个 结果 相当 一 致 。 
表 1 吐 齿 动物 的 增长 


月 数 0 2 6 10 | 
观察 到 的 了 、2 5 20 109 
计算 出 的 P 2 4.5 22 109, 1 


注 在 这 个 实例 中 ,观察 到 的 p 是 非常 准确 的 ,因为 这 种 动物 
的 怀孕 期 是 三 个 星期 ,而 调查 数据 所 需 的 时 间 相 当 短 .如 果 怀 孕期 
很 短 ,那么 观察 到 的 p 就 不 可 能 准确 了 :, CATE ae PE BD A A 
在 统计 数据 完成 之 前 将 会 分 娩 。 

如 何 摆脱 困境 呢 ? 我 们 注意 到 ,只 要 群体 规模 不 很 大 , 群体 增 
长 的 线性 模型 就 是 令 人 满意 的 。 不 过 , 当 群 体 异 当 地 庞大 时 ,这 些 
模型 就 不 会 很 准确 了 ,因为 它们 床 能 反映 这 样 的 事实 , 即 个 体 成 员 
相互 向 要 为 有 限 的 生存 空间 ,自然 资源 以 及 可 以 得 到 的 食物 而 进 
行 竞争 。 这 样 ,我 们 必须 给 我 们 的 线性 微分 方程 机 上 一 个 竞争 项 。 
因为 每 单位 时 间 两 个 成 员 发 生 溃 突 的 次 数 的 统计 平均 与 声 成 比 
例 ,这 样 ,这 个 竞争 项 的 一 个 合适 的 选择 就 是 一 bp* ,其 中 b 是 一 个 
常数 。 困 此, 我们 考虑 改进 的 方程 
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这 个 方程 被 称 作 群 体 增长 的 逻辑 律 ,数字 ab 称 为 群体 的 生命 系 
数 ,这 个 方程 是 由 菏 兰 数学 生物 学 家 Verhulst 在 1837 年 第 一 个 引 
的 。 一 般 地 ,常数 上 与 4 相 比 将 是 非常 微小 的 ,所 以 如 果 p 不 是 
很 大 ,那么 一 5p? 这 一 项 与 ap 相 比 将 是 微不足道 的 ,群体 将 指数 
地 增长 。 然而 , 当 很 大 时 ,一 bp! 这 一 项 就 不 能 忽略 了 , 它 将 减 慢 
群体 迅速 的 增长 率 。 不 用 说 ,一 个 国家 的 工业 化 程度 越 高 , 它 所 十 
有 的 生活 空间 就 越 大 ,食物 就 越 丰富 ,系数 & 就 越 小 。 
现在 ， 让 我 们 利用 这 个 逻辑 方程 预测 一 个 孤立 群体 未 来 的 增 
长 。 如 果 如 Ay to 时 刻 的 总 数 ; 则 二 时 的 总 数 CO WAE A i 


学 = ap — bp’, plo) = po. 
这 是 个 可 分 离 方程 ,其 解 为 

上 dr =|dsar—t 

a, ar — br? Ja " 


AT RBH 1/(ar 一 终 57 的 积分 ,我 们 要 求助 于 部 分 分 式 。 设 . 


1. 1 A B 
ar — br = tla — br) =p tsi 
为 了 求 出 A 和 ,注意 到 
Ay E Ala — br) + Br _ Aa + (B — bA 
r ac br | rla — br) n rla 一 br) 


所 以 Aa 十 (8 一 5A)r 一 1. 因为 这 个 方程 对 + 的 一 切 估 均 成 立 ， 故 有 
Aa=1,% B—b6A=0. 因此 ,4 一 aes baH 


i r(a z er) ane 
= [mE É + In|? 


= als 


dr 


+ 


a — bpe 
a— bp 


|. 


l 


aop 
a— bp 
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这 样 
_ 一 2 a — èp 
alt — b) = In} 2 a bp | (2) 
易 知 (a 一 bpo)/ ta 一 6p) 总 是 正 的 。 因 此 
— bp, | 
att — t) = In 2 o) 
Set 1H Da 2 A Be 8 
tty _ PB a— bp 
eee a a Op 
或 


pola — bp) to = (a — bp.) p. 
RAE P 的 项 移 到 方程 的 左边 ,我 们 看 到 
fa — Bp, + Bpoe Ip) = apy eo 
因此 
ape’? 
a 一 bpi + bp”? 
apy 
= ppo 十 ba — b pole tt 
现在 我 们 来 考 虚 (3) ,看 姥 它 对 群体 的 预测 会 是 什么 样 的 。 注 
BB, toot 


po) = 


(3) 


apo _ a 
PO Fe. b’ 


这 样 ， 不 论 初 值 怎样 ， 群体 规模 总 是 趋 于 极限 值 2/4: 这 个 值 称 为 
微观 世界 的 容纳 量 . HR EER R OKA a/b, pE E EG 
单调 递增 函数 ， 而 且 , 因为 


g? 
TP = a SP bp H 


我 们 看 到 ,如果 pa <a/( 26), W dp/de 是 递增 的 , 如 果 
p@)>a/ (2b) Wl dp/de 是 递减 的 .因此 ,如 果 poa CE, pO A 


dp L ca — 2bp) pla — bp) 
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形 一 定 具 有 图 5. 1 所 示 的 形式 。 这 
样 的 看 线 称 为 逻辑 的 或 3 形 曲线 。 


从 它 的 形状 可 以 得 出 结论 ,群体 总 。 a 
数 达 到 极限 值 的 一 半 之 前 是 一 个 加 jz te 


速 增长 时 期 ,过 了 这 一 点 ,增长 速度 


减 慢 并 且 迟 早 要 达到 零 。 这 是 一 个 è 
增长 递减 时 期 ， 


图 351 pt 的 图 
数学 生物 学 家 G. F. Gause 对 


属于 原生 动物 门 的 草 屠 里 做 了 一 个 实验 ,证 实 了 这 些 预 测 . 把 五 只 
草 履 由 个 体 底 人 一 个 很 小 的 试管 中 "管内 盛 有 0. Sem? 的 增 养 基 ， 
每 天 计算 一 下 个 体 的 数量 , 共 持 续 六 天 。 结 果 发 现 , 当 数 量 不 大 时 ， 
这 种 草 履 虫 以 每 天 230. 9 名 的 速度 增长 。 最初 个 体 的 数量 迅速 地 
增加 ,后 来 就 比较 慢 了 ,到 了 第 四 天 人 恒 达 到 375 的 最 高 水 平 , 虫 体 
占 满 了 试管 。 从 这 个 数据 我 们 得 出 结论 ,如果 草 履 虫 依照 逻辑 律 
dp/di 二 ap 一 上 bp? 增长 ,那么 4 一 2. 309.6= 2. 309/375. Al. iB $4 


加 (2.3005 č 
PO = 55309) + (2.309 — 2: 5089) (sa 
375 309 = 7 S 
375 


(4) 


1 qeni 38" 
(BET HLT AGO A eo 取 为 0. ) 图 5.2 对 比 了 由 (4) 预 测 的 ped 
与 实际 测量 的 pC (用 “ 表示) 的 图 像 ,正如 我 们 所 看 到 的 ,一 致 性 
异常 地 好 ， 

为 了 把 我 们 的 结果 应 用 到 对 未 来 地 球 上 人 类 人 HH 的 预测 中 ， 
我 们 必须 竺 计 逻辑 方程 中 控制 人 口 增长 的 生命 系数 a 和 #5. HE 
生态 学 家 已 经 估算 出 “ 的 正常 值 是 0 029. 我 们 还 知道 , 当 人 口 总 
数 为 (3. 06) X 10 时 , ABA OLE 2 移 的 速率 增长 。 因 为 
(1/p)/Clp/dt) 二 a 一 bp, 我 们 看 到 
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1 2 3 4 5 6 


图 5. 2 BRAN 

. 0.02 = a — &(3. 08) X 10°. 
因此 ,5 二 2. 941 X 1071, 这 样 ,根据 群体 增长 的 逻辑 律 ,地 球 上 的 
ABBA OG Tk PA 


a ____0,.029 
b 2.941 x 107" 


注意 ,根据 这 个 预测 ,到 1961 AERP ie h HS 
部 分 ,因为 这 时 人 口 还 没有 达到 预测 的 极限 人 口 的 一 半 。 
作为 对 群体 增长 的 逻辑 律 的 男 一 种 验证 ,考虑 方程 


197 273 000 
pa = ] 十 gh ose 143. z5: (5) 


它 是 由 Pearl 和 Reed FARHAD BM ORDEA. ME 
Fe Fe HD a PE SS. AG. ALF 1790 年 ,1850 年 和 1910 
年 的 人 口 普查 数据 ,Pearl 和 Reed 由 (3) 求 出 a=0. 03134 AR b= 
《1. 5887)X10 (参看 练习 2a) 。 然 后 简化 63) ,他 们 算出 人 口 到 
1931 年 4 月 达到 它 的 极限 人 人 口 a/b=197 273 000 的 一 半 ( 参 看 练 
习 2b}。 轩 此 {参看 练习 2c) ,我 们 可 以 把 G3) 重 写成 比较 简单 的 形 
式 (5). 


= 9, 86 X 10°C AD. 


$4 


#2 1790~1950 年 美国 人 口 
年 实际 数 pN 误差 百分比 
1790 3 929 000 3 929 000 0 0.0 
1800 5 308 000 5 336 000 28 000 9E 
1810 7 240 000 7 228 000 — 12 900 -0.2 
1820 9 638 000 9 757 000 119 000 1.2 
1839 12 866 000 13 109 G60 243 000 1g 
1840 17 069 000 i7 506 000 437 000 2.6 
1859 23 192 000 23 192 000 | 0 o.o 
1863 31 443 900 30 412 000 一 1 93i 000 —3.4 
1879 38 558 000 39 372 000 814 000 2.4 
1889 50 156 900 560 177 000 21 900 oa 
1890 62 948 00 62 769 000 — 79 000 一 口 .了 
1909 75 995 000 76 870 000 873 000 12 
1913 91 972 000 91 972 000 0 0.0 
1920 108 711 900 107559000 1 848 000 1.7 
¥930 122 775 DOG 124 124 000 349 000 0.3 
1940 131 669 Doo 136 653 000 4 984 000 3.8 
1950 150 697 900 149 053 000 一 ] 644 000 一 1. 1 


【后面 的 四 组 数据 是 由 Dartmouth 学 院 写作 组 加 上 的 。， 

# 2 把 Pearl 和 Reed 的 预测 数 与 美国 人 口 的 观测 数 作 了 比 
较 。 这 些 结果 是 值得 注意 的 ,特别 是 ,因为 我 们 没有 把 移民 进入 美 
国 以 及 这 期 间 美 国 五 次 卷 人 战争 中 所 造成 的 大 规模 人 口 波动 算 进 


去 。 


Ts 


1845 Æ, Verhulst MAL AALA OR KIA 6 600 000, 法 国 
$E 40 000 000. 可 是 到 1930 年 ,比利时 的 人 口 就 已 经 是 .8092 000. 
这 样 大 的 差异 似乎 表明 人 口 增长 的 逻辑 律 是 很 不 准确 的 ,至 少 就 
比利时 的 人 口 而 论 是 这 样 的 .不 过 ,对 这 种 差异 我 们 可 以 这 样 来 解 
释 , 一 是 由 于 比利时 工业 惊人 的 崛起 ,再 则 是 由 于 了 刚果 的 发 现 , 和 使 
国家 有 充足 的 外 来 资源 提供 给 这 些 额外 的 人 口 . 这 样 ,在 发 现 了 刚 
果 以 及 比利时 工业 惊人 地 崛起 之 后 ,Verhulst 就 应 减 小 生命 系数 台 
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另 一 方面 ,1930 年 法 国 的 人 口 总 数 与 Verhuist 的 预测 却 非常 
一 致 。 事 实 上 ,我 们 可 以 回答 下 面 这 个 逗 弄 人 的 自 相 矛盾 的 事情 ， 
为 什么 1930 年 法 国人 口 增长 得 非常 缓慢 ,而 在 如 拿 大 的 法 裔 人 数 
却 增 加 得 非常 迅速 ? 毕竟 他 们 是 同一 人 种 ! 管 案 是 这 样 的 ,1930 年 
法 国 的 人 口 已 经 非常 接近 它 的 极限 值 ,因此 早已 进 和 人 增长 递减 其 
间 , 而 1930 年 加 拿 大 的 人 口 仍 处 于 加 速 增长 期 间 ， 

注 

LO 显然 ,技术 的 发 展 , 对 污染 的 考虑 , 以 及 社会 发 展 趋 势 对 
生命 系数 a 和 5 都 有 重要 影响 , 所 以 ,每 隔 儿 年 就 要 重新 估计 它们 
的 值 。 

2. 要 推导 出 更 准确 的 群体 增长 模型 ,我 们 就 不 应 该 把 群体 
看 作 是 由 一 群 同类 的 个 体 组 成 的 ,而 应 该 将 其 细 分 为 不 同 的 年 龄 
组 。 因 为 群体 的 繁殖 更 多 地 取决 于 肉 性 的 数量 ,所 坟 ,我 们 还 应 将 
群体 分 为 雄性 与 雄性 。 

3. 对 群体 增长 的 逻辑 律 的 最 严厉 的 批评 或 许 就 是 ,人 们 已 
经 观察 到 某 些 群体 在 两 个 值 之 间 周 期 性 地 波动 ,而 在 一 条 逻辑 册 
线 中 不 存在 任何 类 型 的 波动 。 不 过 , 对 有 些 波 动 可 这 样 来 解释 , 当 
某 些 群 体 达到 充分 高 的 密度 时 , 它们 就 比较 容易 受 各 种 流行 病 的 
影响 。 流 行 病 使 群体 总 数 降 低 到 一 定 程度 后 ,群体 又 开始 增长 , 直 
到 总 数 足够 大 时 流行 病 又 开始 传播 。 在 练习 7 中 我 们 推导 出 一 个 
模型 来 搞 述 这 种 现象 ,并 且 我 们 把 这 个 模型 应 用 到 练习 8 中 以 解 
RARER Bh By AY FEAR A AI R. 


练 习 


LO EHIE naros, (eh pn) f(a bp) ) E 
Hoar APOIEN aS arb pO RAR SES FF wib。 
2. a) AREARE ot tg Emer 
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an 


TERR AG fo. Cod tp ptr oto Be). OME -地 确定 Al 4, 
b 证 明美 国人 口 的 加 速 增长 时 期 终止 到 1913 EA A OGRI Pearl Al Reed 的 
模型 ?。 
o 设 一 群体 pt 如 恨 据 逻辑 律 (3) 增 长 ;并 议 / 为 达到 极限 总 数 的 一 半 的 时 
fi). 证 明 
pO) = en 
1979 年 和 1881 FE. AFTESIA PAR TAY A EH Aa t FE 
Elst KA BAAS AR. RAR RCA AE IL OE. SP 
BHT Te TA Re Bk RAT 135 属 。 然 而 ,到 1899 年 , 公 商 
Mb ERA i231 000b. 因为 这 种 群体 前 增长 这 人 么 快 . 有 理由 假设 它 服 
MIA PEI dp/di= apo. (ik — SE fa OE EU EE lb, Jf 1899 年 
捕获 了 整整 十 分 之 一 的 欧洲 筋 鱼 , 求 出 的 一 个 下 内。 
一 合体 技 远 辑 律 增长 ,极限 总 数 是 5X 10a 个 个 体 ， 当 群体 总 数 较 少时 ,每 
40min 翻 一 番 。 在 下 列 每 -- 种 初 值 情况 下 ,2 SRR Be 
a) 108; . 
by 10, 
在 阿拉 斯 加 海 往 附近 生活 荐 :种 友 马 连 色 ;它们 服从 马 东 酝 斯 的 冬 休 增 关 入 
de/d =0. 00320) ,其 中 1 以 分 钟 典 蒜 ,在 :一 0 Bt iE OE i e 
并 开 娩 本 握 这 里 的 大 马 哈 在 。 鼻 鱼 甜 货 大 马 险 在 的 速度 是 0. 001270), Rob 
PO HAAS RHR. 而 且 , 由 于 一 个 不 受 欢 迎 的 成 员 进 入 到 它们 的 
领域 ,每 分 钟 有 0. 002 eK ie Pe I ieee. 
a PRS TAMARA HRT AR kz. 
b 设 1=08 时 有 一 自 万 条 大 马 喻 生 。 MRBRARE 六 "2 时 会 发 后 什么 情 
现 ? 
如 果 不 考虑 大 重 移 民 以 及 高 杀人 率 , 纽 约 城 的 人 口 将 站 足 遥 辑 律 


dp 上 1 pe 
df 25 25 x< ]05 


其 中 * AFER 

a) 盯 必 这 个 方程 ,全 之 包含: 每 年 有 6 000 人 只 该 城市 迁 出 ,有 414000 AAR 
eee ; 

b> flit 1976 年 纽约 城 的 人 口 为 8000 000. RK ER RIL AA A 
roo BS Bar tT AAR? 
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T 假设 一 拜 体 对 流行 病 很 营 感 ,我 们 可 以 用 下 面 的 方式 建立 它 的 模型 。 设 该 畔 
PERNE l . 


de = ap — bpi (id 


控制 ,并 且 一 旦 户 达 到 革 个 小 二 极限 总 数 a/5 AY REAL. MOTE 
播 : 在 比 酚 段 中 生命 系数 Ada, B<b, A 

dg = Ap 一 BP Gi) 
SAREE. BU O> A/B. FPA pb. 当 群 体 减少 到 基 一 值 9>4/8 时 ， 
就 达到 一 个 特定 时 刻 。 在 这 个 时 刻 流 行 病 休 北 传播 ,群体 又 开始 车 循 (iD 而 增 
长 ,直到 新 的 流行 病 发 生 , 这 样 在 ? 与 已 之 间 p 发 生 周 期 性 的 波动 ,现在 我 们 
要 指出 如 何 计算 这 些 波 动 的 周期 。 
a> 证 明 当 疡 从 ?增加 到 外 时 ,也 期 的 第 一 部 分 症 为 


a 1), Sia =f) 
i. = a! a ey 
b HEH pM QE g Bt RS BAS TO 


1) Qs A) 
Aa gB — AY 
这 样 整个 周期 的 时 间 为 T's. 

8. HOLE BSR EM PRA NRA. WE eR E 
WRURAR AME. 由 于 这 两 个 因素 ,在 两 到 三 个 星期 内 , > ad 
群体 的 97% 98% Se MAS fed. 尔后 , 它 的 窒 麻 降 到 疾病 不 能 苇 播 的 水 平 。 
待 减 少 到 最 冯 值 的 “和 9 时, 筷 样 使 愉 裤 大 量 山 食 的 困境 中 解脱 出 来 ,食物 丰富 
T. Pa ARIA TB) RR -次 疾病 传播 和 撒 食 者 高 峰 的 水 
Te 老鼠 的 繁 盏 速 嵌 姗 此 之 快 , 因 此 ,我 们 可 以 在 练习 了 pE e= Ee 
相 友 ,在 丙 期 的 第 二 部 分 ,4 5 AOR Ad ATEGO p TI ee. 

a) 在 这 些 假设 下 ,证 明 
Q -p Q— 4 


a 1 
r= vg BR Th mB * 
&) WT EDM y Org EEA AY 50. EFA @ FA 1. AR- Fe 


BX MATE 4 SS BE H A eae, 
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教师 参考 


目的 ”本章 的 目标 就 是 推导 出 群体 增长 模型 的 微分 方程 , 从 
而 预测 将 来 的 群体 。 把 群体 的 预测 结果 与 已 知 数据 作 比 较 。 

预备 知识 ”预先 熟 严 一 下 可 分 离 微分 方程 。 

时 间 用 1~2 课时 。 


第 6 章 


技术 革新 的 推广 


Martin Braun * 


长 期 以 来 ,经 济 学 家 和 社会 学 家 们 一 直 关 注 着 如 何在 行业 中 
推广 技术 改造 或 革新 。 一 旦 一 家 企业 采用 了 一 项 革新 ,那么 ,该 行 
业 中 其 它 企业 将 以 怎样 的 连 度 接受 这 项 革新 ? 哪些 因素 决定 着 他 
们 跟 上 来 的 速度 ?本 章 , 我 们 要 构造 一 个 播 述 在 农场 主 中 推广 革新 
的 模型 ,然后 证 明 同样 的 模型 也 适用 于 烟煤 ,钢铁 、 潜 造 及 铁路 等 
不 同行 业 。 

假设 在 :二 0 时 ,一 项 新 的 革新 被 介绍 到 一 个 确定 的 拥有 K 
个 农场 主 的 社会 里 。 设 A 世 表示 上 时 刻 采 纳 该 项 革新 的 农场 主 的 
数量 。 同 上 一 章 一 样 ,尽管 pO BRERA ILA EREHE 
它 近 似 地 视 为 时 间 的 连续 函数 。 关 于 革新 的 推广 ,我 们 可 以 作 一 种 
最 简单 的 实际 假设 :对 于 一 位 尚未 采纳 某 项 革新 的 农场 主 来 说 ,只 
有 当 一 位 已 经 采用 了 这 项 革新 的 农场 主 对 他 谈论 了 这 项 革新 之 
后 ,他 才 可 能 会 采纳 它 。 于 是 ,在 很 短 的 时 间 区 间 4t 内 采纳 这 项 草 
新 的 农场 主 数 4p 与 在 此 之 前 已 经 采纳 了 这 项 革新 的 农场 主 数 p 
以 及 还 不 知道 这 项 革新 的 农场 主 数 N 一 p 成 正比 , 因此 ,对 某 个 正 
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常数 =， 
Ap=cp(N — pode . 
或 
A 
SE = epN ~ p), 
& A 一 0, 得 微分 方程 
= eN p) a) 


如 果 置 4 一 cN bc AAE E E. We p50) 二], 即 在 
t=O 时 有 一 个 农场 主 采 纳 了 这 项 革新 。 我 们 看 到 pO iE 
题 

dp 


P = ep(N — p) pO) = 1 (2) 
2} 的 解 为 
Ne 


这 是 一 个 逻辑 函数 " 。 于 是 ,我 们 的 模型 预计 ,采纳 过 程 加 速 到 有 
半数 的 农场 主 知道 了 这 项 革新 时 , 便 开 始 减速 ,直到 最 终 达 到 零 。 

我 们 来 比较 一 于 模型 的 预测 与 20 世纪 50 年 代 中 期 两 项 革新 
技术 在 美国 农业 社会 中 推广 的 有 关 数 据 。 图 6. ! 表示 1944 一 1955 
年 间 在 衣 阿 华 州 采用 2,4- 忆 除草 喷雾 器 的 农场 主 的 累加 数字 ; 
6. 2 表示 1934 一 1958 年 闻 美 国 三 个 州 的 杂交 玉米 种 植 面积 占 整 
个 玉米 种 植 面积 的 累加 百分比 。 这 些 图 形 中 有 圆周 的 就 是 实际 测 
量 值 ,把 这 些 测量 值 用 直线 连接 起 来 全 得 到 图 像 。 可 以 看 出 ,这 些 
曲线 具有 你 辑 曲 线 的 所 有 性 质 ,而 且 总 的 说 来 与 模型 吻合 得 非常 
好 。 不 过 ,也 有 两 个 不 一 致 的 地 方 。 首 先 , 采 纳 过 程 并 不 总 是 在 有 
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半数 的 农场 主 采纳 了 该 项 革新 时 就 停止 加 速 .从 图 6.2 可 以 看 出 ， 
在 亚 拉巴 马 州 直到 将 近 有 50 锡 前 农场 主 采用 了 杂交 玉米 技术 后 
采纳 过 程 才 开始 减速 .第 二 ,采纳 过 程 的 后 面 阶 航 与 模型 的 吻合 比 
前 面 阶段 好 得 多 。 


农场 主 数量 的 增加 


. 时 间 
02 4 6 8 10 12 (以 年 计 ) 


图 6.1 PEAR POSE MIRA) 2 1-20 BR ORR SE BB he es AY R RR 


i 
G o 
oo 


厅 交 玉米 占 玉 米面 积 多 的 增加 
© 


6.2 美国 三 个 州 的 杂 奖 玉米 种 植 面 积 与 整个 玉米 种 植 面积 的 累加 百分比 

第 二 个 不 一 致 性 的 根源 ;在 于 我 们 假设 的 一 个 农场 主 仪 仅 是 
通过 与 别 的 农场 主 接触 才学 会 了 一 项 新 事物 .事实 并 不 完全 如 此 ， 
研究 表明 ,大 量 的 通讯 宣传 工具 ,如 收音 机 、 电 视 . 报 纸 , 以 及 农业 
期 刊 等 在 采纳 过 程 的 前 期 阶段 起 了 很 大 作用 .所 以 ,我 们 还 须 在 微 
分 方程 (1) 中 加 上 一 项 ,从 而 把 这 个 因素 考虑 进去 ,为 计算 这 一 项 ， 
我 们 假设 在 一 个 短 时 间 必 内 ,通过 大 众 通讯 宣传 工具 学 会 某 种 新 
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事物 的 农场 主 数 Ap 与 还 不 知道 这 种 新 事物 的 农场 主 数 成 比例 ， 
HARDER M 
Ap = c'(N — pat, 


令 宇 一 0 我们 看 到 ,单位 时 间 内 有 “一 站 个 农场 主 通 过 大 众 通 


讯 宣传 工具 学 会 这 种 新 事物 。 这 样 ,如 果 p40) 二 0;, 则 p02) 满足 初 
值 问题 
de = cp(N — p) + (N — p). po) =0 (4) 


《42 的 解 是 


Nee te" — 1] 
cN + of el te 

在 练习 2 和 3 中 ,我 们 将 指出 如 何 确 定 曲线 (5) 的 形状 。 
适当 选择 c 和 <c, 收 改 后 的 曲线 (5) 便 与 图 6.1 和 图 6. 2 非常 

理想 地 一 致 了 。 不 过 (参看 练习 3.c) ,这 仍然 不 能 解释 ,为 什么 在 

亚 拉巴 马 州 直到 60 名 的 农场 主 末 用 了 杂交 玉米 这 项 新 技术 后 , 采 

纳 过 程 才 开始 减速 .当然 ,这 说 明 可 能 某 些 其 它 因 素 在 采纳 过 程 中 

起 了 重要 作用 ,而 这 些 因素 在 任何 模型 中 都 必须 了 予以 考虑 。 便 如 ， 

可 能 没有 考虑 到 ,一 个 农场 主 首次 学 习 一 项 新 技术 与 他 实际 采用 

这 项 新 技术 之 间 的 时 间 问 隔 等 。 


pti) = (53 


现在 ,我们 要 证 明 , 本 世纪 初叶 ,一 些 主要 的 技术 改革 在 烟煤 、 


钢铁 、 栈 造 以 及 铁路 等 不 同行 业 中 被 采纳 的 速率 也 受 微 分 方程 
P= ceCN — p) 

的 控制 。 这 种 想法 简直 令 人 意外 ,因为 我 们 会 认为 , 某 个 行业 内 及 
纳 一 项 新 技术 的 企业 数量 必然 依赖 于 该 技术 的 效益 和 所 湛 要 的 投 
资 ,而 在 推导 (1) 的 过 程 中 ,我 们 并 没有 提 到 这 些 因 素 。 不 过 ;正如 
我 们 不 久 将 会 看 到 的 那样 ,这 两 种 因素 将 隐 含 在 常数 < 中。 

设 志 表示 某 一 行业 中 企业 的 总 数 ,在 上 时 刻 该 行业 已 经 乐 纳 
了 一 项 新 技术 .显然 ,在 一 个 很 得 的 时 间 A 内 ,采纳 该 项 技术 的 企 


de Rey ed -hH h 
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业 数 量 Ap 与 还 未 采纳 的 企业 数量 成 比例 , 即 
Ap = Aln — poe, 
令 Ao RATS) 


dp a 
de = ACh p). 


比例 因子 4 依赖 于 相对 其 它 投资 而 言 装备 这 种 技术 的 效益 mM 
了 装配 这 种 技术 需要 的 投资 占 企 业 总 资产 的 百分比 5 以 及 已 经 采 
用 该 项 技术 的 企业 的 百分比 。 于 是 


A= fCr,s, p/n). 
H ER Taylor 级 数 并 售 去 三 阶 或 更 高 阶 项 ,得 
à= a t am + as + af 2 | + arë + ass 


+ egies + arl £ + as 2 + ad 全 | 。 


50 ERR. FARA KE Edwin Mansfield 调查 了 12 项 新 
技术 在 4 个 主要 行业 中 的 推广 。 在 详尽 研究 的 基础 十， Mansfield 
得 出 结论 a= 0 H, 

a, + ag + ag +a + ays? + ams = 0 


这 样 , 令 
k = a, F agt + ays, (6) 
我 们 看 到 


dp Ëe 
d TERTA 


“如果 我 们 令 k/n=c, AAE EART ARRERA EY 
推广 的 方程 , ORR TR ARE t 年 最 初 为 一 家 企业 所 采用 则 
pO) i E 


de = Ë pea 一 ph p = 1. (7) 


而 这 意味 着 
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> m 
D W 
> © oS 


占 主 要 企业 的 多 
> 


1840 1910 1930 1950 年 
ta) 


bo 


占 主 要 企业 的 多 
3 


1910 1930 1950 1970 年 


ib) 


FERPA % 
S S 


e”, Ea fal 1 
1910 1930 ”1950 ”1970 年 


tc) 


6. 3 烟煤 .钢铁 . 酿 寺 .铁路 中 引进 12 PR AR AY ERRIRE SP E 
(a) 副产品 炼焦 六 (CD . ARILAR RADI) MES CTC) AO Baa FF 
ASC), (b) 车 箱 减 速 器 (CR) CSL ALE SELMER HL 
CM), 货 盘 装 载 机 CP1.), Co) 连续 宽带 轧钢 机 (SM) ,集中 化 的 交通 控 
HCTC) ER RAR CCA), RAE HEEL CBF. 

n 


1 十 Cn — 1 eo 


P= 
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Mansfield 研究 了 12 项 新 技术 的 使 用 在 烟煤 .钢铁 、 酿 造 以 及 
铁路 四 种 主要 行业 中 从 一 个 企业 推广 到 另 一 个 企业 的 速率 问题 。 
这 些 新 技术 是 : 短 距 运行 车 辆 ,无 轨 机 械 装载 机 ,连续 采矿 机 (烟煤 
行业 ) .副产品 炼焦 炉 、 连 续 宽 带 轧 钢 机 、 与 口 铁 连 续 退 火线 (钢铁 
行业 ) BERR AL ESL PS EL RSE LA PRL E 
中 化 的 交通 控制 .车箱 减 速 器 (铁路 行业 )。 他 的 结论 显示 于 图 6. 3 
中 。 除 副产品 炼焦 炉 和 内 头 外 ,其 它 所 有 技术 都 是 从 引进 那 年 开 
始 , 每 隔 两 年 给 出 一 个 百分比 。 副 产品 炼焦 炉 的 区 间 长 为 六 年 ;而 
负 头 为 六 个 月 .注意 这 些 曲线 是 如 何 具 有 逻辑 曲线 的 一 般 形状 的 。 

欲 将 模型 (7) 的 预测 与 这 些 观测 到 的 结果 作 一 番 更 详细 的 比 
较 , 则 必须 对 12 项 革新 中 的 每 一 项 估算 常数 ma 及 加 HL 给 出 
了 12 项 革新 中 每 一 项 的 aasayoymyr 及 的 值 ;常数 点 可 由 
《6) 算 出。 练习 5 和 6 的 管 案 将 指出 ,(7) 预 测 的 这 12 项 革新 的 采 
纳 速 度 相 当 准 确 。 


表 1 

新 技术 m fo aq aş dy m 3 
Fy RRL AE R 25 1925 —0.59 0.530 --0.027 1.59 &015 
SERIE 24 1926 —0.59 0.530 一 0.D27 1.48 00M 
Æ SS 25 1924 —O0.59 0.530 —0.027 1.25 784 
ESE OFS AL l2 1924 —0.52 0.530 —0. 027 1.87 4. 908 
AI aa Rete 12 1894 —0,52 0.530 —0.027 1.47 2. 083 
HERE 9 1936 —0.52 0.530 0.927 1.25 O554 
Be 4 15 1937 —0.57 0.530 —0.9027 1.74 0.013 
无 轨 机 械 装载 机 15 1934 —0,57 0.530 —Ù 027 1.65 09.019 
AED BH 17 1947 -O.57 0.530 0.927 2. 00 0. 301 
mR 22 1935 —0.29 0.530 一 0.027 5.07 0. 267 
商 速 效 瓶 机 16 1951 —0,29 0.530 —0,927 1.20 0.575 


货 盘 装载 机 19 1948 —0,29 0.530 一 0927 1.67 0.118 
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1. 证 明 韦 值 问题 (2). 

2. 在 (5) 中 令 c=0. 证 明 oC) MO 单调 地 增加 到 w TB ERA 

3， REHAR eR PETE. Wc —0. HR 
曲线 ,而 如 果 :一 0, 则 其 有 练习 2 中 描述 的 那 种 特性 。 E BAe 相对 于 口 来 
说 很 大 ,那么 ,我 们 有 一 条 运 辑 掀 线 ; 友 之 , 则 具有 练习 2 中 说 明 的 那 种 特性 ， 
ad 7% pose 4). TER 


2 
= (N = Alep + EEN — gp — ey 


id. 
ce): iow kha -个 拐点 。 证 明 pO N’. 
4 解密 值 问 题 (7)， 
看 襟 有 理由 将 从 205 的 企业 引进 一 项 新 技术 到 80 忱 赐 企 业 引 进 该 项 新 技术 
的 一 般 时 间 用 以 衡量 仿效 速度 。 
3) 证 明代 我 们 的 模型 中 得 出 的 这 展 时 间 是 +o). | 
b> 对 所 讲 的 12 项 技术 中 的 每 -项 ,出 表 1 中 的 数据 算出 这 段 时 间 , 并 与 在 
图 5.3 中 观测 到 的 结果 进行 比较 。 
6 a) 证 明 很 据 我 们 的 模型 , 在 50 芭 的 企业 引进 一 项 新 找 术 之 前 要 经 过 
(A Inia Ly. 
b 计算 在 引进 这 12 项 新 技术 的 过 程 中 每 一 项 的 上 述 时 本 ,站 与 从 图 6.3 
中 现 测 到 的 值 进行 比较 。 


参考 xi 


G] E Mansfield.” Technical Change and che Rate of Imitation." Ecomunetrica, vol. 


29.n0, 4,01, 1961.. 


教师 参考 
目的 ”逻辑 模型 应 用 于 不 同行 业 中 的 新 技术 推广 。 将 模型 的 


bb TAS ARS CON H AORTA AERA dad 达 最 大 


an 


预测 与 实际 的 数据 进行 比较 。 
预备 知识 ”可 分 离 变 量 的 微分 方程 的 求解 。 
时 间 1~2 课时 。 
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DEZ 
高 阶 线性 模型 


第 7 章 
关于 糖尿 病 检测 的 一 个 模型 


Martin Braun * 


HE PRIA FL ROB | A AR et 
多 的 精 。 叫 有 糖尿 病 的 人 , 因 自 身 不 能 提供 足够 的 胰岛 素 , 从 而 不 
能 消耗 完 体 内 所 有 的 糖 、 淀 粉 类 食物 以 及 碳水 化 合 物 .常用 的 诊断 
糖尿 病 的 方法 是 GTT( 葡 萄 糖 耐 量 检查 )。 做 这 神 检 查 , BR A 
在 去 医院 的 头 天 晚上 禁 食 ,然后 给 他 输 一 大 剂量 的 葡萄 糖 ( 血 液 中 
的 精通 常 以 这 种 形式 出 现 ) 。 在 以 后 的 3~5h 内 ,对 病人 血液 中 的 
葡萄 糖 浓 度 作 几 次 测量 ,这 些 测量 结果 被 用 于 糖尿 病 的 诊断 ,使 用 
这 种 诊断 方法 时 有 一 个 严重 园 难 ,就 是 对 GTT 结果 的 解释 没有 
一 个 公认 的 标准 。 对 一 次 GTT 结果 ,三 位 医生 可 能 会 作出 三 种 不 
同 的 诊断 。 在 最 近 的 一 个 病例 中 ,对 一 次 GTT 结果 , 罗 得 岛 的 一 
位 洗 生 经 过 再 三 推 殴 后 ,确诊 病人 患 有 糖尿 病 . 而 第 二 位 医生 则 宣 
布 病人 是 正常 的 。 为 解决 这 个 问题 ,他 们 把 GTT 结果 寄 给 波士顿 
的 一 位 专家 。 在 检查 了 这 些 结 果 后 ,这 位 专家 得 出 结论 ,病人 患 有 
脑 重 体 肿 瘤 。 


* [Department of Mathematics, Queens College, Flushing. NY 11367. 


110 


20 世纪 60 年 代 中 期 ,Mayo 诊所 的 Rosevear 和 Molnar 博士 
以 及 明尼苏达 大 学 的 Ackerman 和 Gatewood 博士 发 现 了 一 个 十 
分 可 靠 的 解释 GTT 结果 的 标准 ( 见 [1]) 。 这 个 发 现 来 自 一 个 非 党 
简单 的 模型 ,他 们 用 这 个 模型 研究 血糖 调节 系统 .他 们 的 模型 基于 
下 面 这 些 简单 的 事实 ,这 些 事实 在 初等 生物 学 中 是 众所周知 的 。 

1， 在 任何 冰 椎 动物 的 新 陈 代谢 过 程 中 ,葡萄 糖 起 着 重要 的 
作用 ,因为 它 是 所 有 组 织 和 器 家 的 能 源 .每 个 个 体 都 有 一 个 最 佳 血 
糖 浓 度 , 任 何 与 最 佳 浓度 的 过 度 偏 差 , 都 会 引 赵 严 重 的 病态 甚至 导 
致死 亡 。 

2. 血糖 浓度 在 其 自我 调节 过 程 中 ,受到 各 种 激素 和 其 它 代 
谢 物 的 影响 和 控制 。 其 中 有 

O 胰岛素, 由 胰岛 的 B 细 胞 所 产生 的 一 种 蛋白 质 激素 。 吃 
碳水 化 合 物 后 ， set ite hol AARRE S EZ OES 
HAZ. tsh MEA HAA EE RY B SR a ii 
K BE. ATAARE ROMER TY BAW MEL. MH 
可 以 通过 细胞 膜 而 进入 细胞 中 央 ( 大 多 数 生 物化 学 反应 前 在 此 进 
行 ) ,从 而 促进 组 织 对 葡萄 糖 的 吸收 ,没有 充分 的 胰岛 素 , 人 体 就 不 
能 利用 它 所 需要 的 全 部 能 量 ， 

Gi) RAMAR HHS a ARABERE. 任何 剩余 
AASA RAE SRE A AE e E E AL AE 
HGH. KERE LEER ERRARE. E 
SEKR R BGE T HOLS EA ESE A TT 
高 血糖 则 抑制 它 的 分 小 。 

GD 肾上腺 索 , 缘 上 腺 髓 质 分 泌 的 一 种 激素 ,肾上腺 素 是 某 种 
紧急 机 制 的 一 部 分 ,在 极端 低 血 糖 时 , 它 能 很 快 增加 血液 中 的 葡萄 
糖 浓 度 , 像 胰 高 血糖 素 一 样 , 肾上腺 素 增加 精 原 向 葡萄 糖分 解 的 速 
度 。 此 外 , 它 直 接 抑制 肌肉 组 织 对 和 葡萄糖 的 吸收 ; 作用 于 胰腺 以 抑 
HRG FEST Bs TRA BE APE PPL aS 
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Civ) SRB BRK « RNB EE — SE h PE RR SS. 
SBR ROL A REP eS EA. 

Cv) FARBER ARS) BRS — BR RR. 这 种 激素 有 助 于 肝 
胜 从 甘油 ,乳酸 、 以 及 氨基 酸 这 样 的 非 碳水 化 合 物 中 生成 葡萄 糖 。 

(vid 生长 激素 ,由 牌 体 前 叶 逐 分 闪 的 一 种 激 训 ,生长 激素 不 仅 
直接 影响 葡萄 糖水 平 ,而 且 还 有 对 抗 胰岛 素 的 作用 。 人 们 认为 , 生 
长 激素 会 降低 肌肉 和 脂 膜 对 胰岛 素 的 敏感 性 ,从 而 降低 胰岛 素 促 
iat Fal eS EK A RE. 

Ackerman 等 人 试图 构造 一 个 模型 ,从 而 准确 地 描述 GTT 过 
程 中 的 血糖 调节 系统 ,在 这 个 模型 中 将 用 一 两 个 参数 来 区 别 正常 
人 与 轻微 的 或 前 期 的 糖尿 病 患 者。 他 们 的 模型 是 一 个 大 大 简化 了 
的 模型 ,在 做 GTT 期 间 只 需要 有 限 数量 的 血样 。 这 个 模型 将 注意 
力 集中 于 两 个 深度, 即 血液 中 的 葡萄 糖 浓度 (用 G 表示 ) 和 激素 的 
KE AH 表示 )。 后 者 表示 所 有 有 关 激 素 的 总 效果 . 像 胰岛 素 
这 样 的 降低 血糖 浓度 的 激素 被 认为 将 增加 H, 而 像 皮质 醇 这 样 的 
增加 血糖 波 度 的 激素 被 认为 将 减少 H. 这 样 一 个 简化 的 模型 仍然 
能 够 提供 一 个 关于 血糖 调节 系统 的 准确 描述 有 两 方面 原因 ,第 一 ， 
研究 表明 ,在 正常 或 接近 正常 的 情况 下 , 一 种 激素 , 即 胰岛 素 , 与 血 
糖 的 相互 作用 如 此 占 优势 ,以 至 于 一 个 简单 的 “浓缩 参数 模型 "就 
在 够 了 ;第 二 ,有 证 据 指出 ,血糖 呈正 常 不 必 依赖 于 血 精 调节 系统 
的 每 一 个 动力 学 机 制 都 正常 。 它 使 赖 于 血糖 调节 系统 的 整个 工作 
情况 ,这 个 系统 受 着 胰岛 素 一 葡萄 糖 相 了 作用 的 控制 。 

这 个 基本 模型 的 解析 描述 由 下 列 方 程 给 出 


E ~ FG, H) | J) a) 


dH 
dr 


F, AF, ROBE GM HRIC A H KIH CA ER 


= F (G, H). (2) 
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决定 。 请 数 Ce) AE ae i ee Eh RE. BA 
AR Bat het GAL A 达到 最 佳 值 Ce 和 Ho. 这 意味 着 

F (Go, Ho) = 0, 

By Gy He) = 0 
因为 我 们 感 兴趣 的 是 G WH ETRE - ER 
g=G—G,kh=H— H, 


那么 

dg ， 

de = FUG + g ff, + hy + S(t} 

a = FCG, + gift, + h). 
考察 

FTCCo + g Ha + A) 
= Fi (Ga Ha) + PGy 5 Wi Golo Fe 

及 


FG + gsHo +A) 


Lop dF (Gos Ha) IB (Gor tly) 
= FalGo, Ho) + ge 


其 中 er 和 es Se 入 相 比 非常 小 ,因此 ,假定 G 和 五 只 是 稍微 偏 
AGA Ho RT UAR e 和 ,我 们 看 到 


dg aE Ga Ha) aF Go Ho) 

de e + app AD (3) 
dh GHY) , AF 2(Gy+ Ho) 
一 (4) 


我 们 无 法 预先 确定 AP, CG. Ho) /AG, AF (Gy. Ho) /3H AF, (Gos 
Hy) /IG AR OF (Go Ho) /0H 的 值 , 但 是 我 们 可 以 确定 它们 的 符 
号 。 参 照 图 ?7. 1, PAH H g> 和 和 =9 时 ,dg/Wdt 为 负 值 , 因 
为 ,通过 组 织 对 葡萄 糖 的 吸收 和 将 过 量 的 葡萄 糟 以 糖 原 的 形式 风 
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AF ATES » BR BORER. BLA F CG Ho) 2G 必 为 负 的 *。 

JE (MH. OF (Go Ho 0H BAN, AA A 的 一 个 正 值 将 趋 于 降低 

血糖 水 平 ,而 这 种 降低 是 通过 促进 组 织 对 葡萄 糖 的 吸收 和 增加 葡 

BE Tea PS 16 gE EP HY. OP (Go Ho) /9G 必定 是 正 的 ,因为 
g 的 一 个 正信 将 引起 内 分 泌 腺 分 证 激素 使 五 增加。 最终,3fatCo， 

A) 13H 一 定 是 负 的 ;因为 通过 激素 的 新 陈 代 谢 ; 血液 中 的 激素 浓 
度 将 降低 。 


图 7.1 血糖 调节 系统 的 简化 模 珊 
这 样 ,我 们 可 将 (3} 和 和 (4) 写成 如 下 形式 


= =— mg — mA + J) (5) 
i | 
T 一 mh + mg (6) 


其 中 mms sms UR m 均 为 正常 数 。 方 程 (5) 和 46) 是 两 个 关于 z 
和 志 的 一 阶 方程 。 由 于 我 们 只 测 喇 血液 中 葡萄 糖 的 浓度 ,所 以 ,我 
们 希望 消去 变量 下 述 方法 可 达到 此 具 的 对 (5) 求 关于 上 的 导数 ， 
给 出 


0 为 家 A tee IF (Go Ho) /IG Fy Fe AA BC ALAR dgzdt YMA J = 
Re. —— FERRE. 
a p pA LARA RE a I CH 
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A FACS ERR dh/di, 得 . 

dêg dJ 

ae 一 一 Mz se gy mmh 一 mmg + de” 7) 
MFRS. pH (5) sm h= —Cdg/dt)—mg tu. 因此 ， OREL 
阶 线性 微分 方程 


d? , d dj 
ia + Gm, + rg) = + (mma 十 mm) g = ml + Eri 
RES Ri FEA 


os + 2a SE É + ug = 50). (8) 


其 中 a= (m Hmo) /2 ee = tym t tye, SO) = mad + dd ide). 

注意 到 ATEAREN ARIN 间隔 外 ,在 其 它 
刻 ,《8) 的 右边 都 为 零 。 AH Dirac 的 5 请 数 ， oT AAD 
的 函数 .此 外 ,为 了 我 们 的 目的 , 取 葡 葡 糖 完全 被 吸收 的 时 刻 * 一 0. 
则 对 于 上 >0,8(9) 满 足 二 阶 线性 齐 次 方程 

TE + 2a dE + wig =0. (9) 
DHELA ERR. 因此 , (参看 练习 5) 当 t BT OS 
TE RE RIRE A MEAE RAAT RERE 
上 ,肯定 与 实际 一 致 。 

(9 中 有 (的 解 有 三 种 不 同类 型 ,这 依赖 于 一 点 IEA. A 
的 还 是 零 。 我 们 将 假设 of 是 负 的 :其它 丙种 情况 的 处 理 与 之 
相似 ,如 果 民 一 点 过 9, 则 09) 的 特征 方程 有 有 复 根 。 容易 验证 ,在 这 种 
情况 下 {参看 练习 1) (3) 中 8g (9 的 每 一 个 解 县 有 如 下 形式 

g(t) = Ae~“cos(ut — Ê), et = ai — a (10) 
因此 . 

Gt) = G, Ae “cos (ew — H). {11) 
(C11) 会 有 有 5 个 未 知 数 :Go、Avaswo 以 及 他 下面 是 一 种 确定 它们 的 
FE EAN GARE RRS A AY RE Go. 因此 ， 
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FAA — Bl BE pear BA AY OE. 从 而 确定 Go. 其 次 ,如 果 在 
下 四 个 时 刻 对 病人 的 血糖 深度 再 作 焉 次 测量 ,那么 ,由 下 
面 四 个 方程 就 可 以 确定 出 A,a,wo RO: 

G; = G, + Ae~“cos(ax, — Ò), j = 1,2.3,4. 
第 二 种 确定 Grs won 及 了 的 方法 更 好 些 。 它 是 在 fisas at, E} 
ZA E A BY REE G1 Gotto Ge 典型 地 ,nn 取 6 或 7. 然后 
求 出 Gps Asst 以 及 全 的 最 佳 值 ,使 得 平方 误差 


E= >)[G 一 Co — Ae™costwt 一 全 下 


最 小 。E 的 最 小 化 问题 可 以 用 数字 计算 机 解决 ,Acokerman 等 人 在 
[中 还 提供 了 确定 Co,4,evas 及 5 的 完整 的 Fortran 程序 。 这 种 
方法 比 第 一 种 方法 更 可 取 。 因为 {11) 只 是 美 于 GO 的 一 个 近似 公 
式 。 从 而 ,可 能 出 现 这 样 的 情况 , 求 出 的 Go,4,a,wo 及 6 的 值 在 二， 
tortsets 四 个 点 处 精确 地 满足 (11) MERE MRIS. BH 
种 方法 通常 在 整个 时 间 区 间 内 提供 了 与 数据 更 好 的 把 合 ,因为 它 
用 到 了 更 多 的 测量 值 。 
” ”在 数字 实验 中 ,Ackerman 等 人 发 现 ,测量 G 时 ,微小 的 误差 
将 会 导致 a 值 产生 很 大 误差 。 因此 ,任何 含有 参数 4 的 诊断 糖尿 病 
的 标准 都 是 不 可 靠 的 。 不 过 ,系统 的 自然 频率 w 对 测量 G 时 的 实 
验 误差 不 太 敏 感 . 于 是 ,我 们 可 以 认为 wo 的 值 是 反映 GTT 的 基本 
值 。 为 讨论 方便 起 见 ,我 们 使 用 相应 的 自然 局 期 Tu= 2</m. 值得 
注意 的 事实 是 , 米 自 各 方面 的 数据 表明 ,7 值 小 于 4h 说 明 情况 正 
常 ;而 明显 地 大 于 4h 划 表 示 有 轻微 的 糖尿 病 。 

注 . 

1. 在 我 们 的 文明 中 ,通常 两 餐 之 间 相 隔 4h, 这 揭示 了 一 个 
有 趣 的 可 能 , 即 社会 的 因素 在 血糖 调节 系统 中 也 许 起 了 作用 。 

2. 要 强调 的 是 ,上 面 所 描述 的 模型 只 适用 于 诊断 轻微 的 糖 
尿 病 或 发 现 糖 尿 病 前 兆 , 因 为 我 们 始终 都 假设 了 G 与 其 最 佳 值 Cs 
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的 偏差 BRAD. G 与 Ge ERA BRP BARR RRM 
FE FE BEA SI HO — BR. 

这 种 简化 模型 的 一 个 严重 不 足 是 ,有 时 在 注 人 的 葡萄 精 被 吸 
收 后 的 3 一 5h 之 间 , 模 型 与 实际 数据 不 太 吻 合 。 当 热 这 表明 , 像 肾 
上 腺 素 和 糖 原 这 样 的 变量 在 此 期 间 起 了 重要 作用 .因而 ,这 些 变 莉 
应 作为 独立 变量 包含 在 我 们 前 模型 中 ,不 应 与 胰岛 索 混 在 一 起 。 事 
实 上 ,有 证 据 表 明 , 当 葡萄 糖 详 低 到 禁 食 时 的 水 平 以 下 时 ,在 GTT 
恢复 阶段 , 凤 上 腺 素 水 平 可 能 会 出 现 戏剧 性 的 上 升 。 从 (9) 也 可 家 
接 看 出 这 一 点 。 如 果 民 一 中 >0, 那 么 g() 就 可 能 会 具有 图 7.2 所 
描绘 的 那 种 形式 ,注意 到 ;g 人 从 一 个 相当 高 的 值 迎 速 地 降 到 一 个 
负 值 . 因此 ,人 体 为 处 理 这 种 非常 情况 而 大 量 分 说 肾上腺 素 。 这 种 
解释 是 能 够 令 人 信服 的 。 


图 ?2 4 a— wt 时 ， g() 的 曲线 图 


长 期 以 来 ,医学 研究 者 已 经 认识 到 ,在 任何 一 个 血糖 调节 系统 
模型 中 ,有 必要 把 肾上腺 素 作 为 独立 变量 考虑 进去 。 然 而 .人 们 对 
血液 中 的 肾上腺 素 清 度 却 不 能 作 可 靠 的 测量 ,这 就 阻碍 了 研究 人 
员 的 工作 。 于 是 ,为 了 实际 目的 ,他 们 假定 ,在 一 次 GTT 过 程 中 ， 
肾 上 腺 素 水 平 保持 常数 据悉, 多 得 岛 医 院 的 研究 人 员 已 经 发 明了 
一 种 测量 血液 中 肾上腺 素 浓 度 的 准确 方法 .这 样 , 我 们 就 能 够 建立 
和 检验 更 多 的 关于 血糖 调节 系统 的 准确 模型 。 从 而 有 和 希望 得 到 中 
客观 的 诊断 糖尿 病 的 标准 。 


Lit 


S 习 


1. FEC). 
2， ENARA ERNA A Pk E Ba u Aa h ARE Ay ?0mg 葡 药 情 / 
100ml Mime 100m. EAE HAAR ER R lh;2h Sh fi hi it 
WAER RE 95.65, 75mg BLOOM! 血液 。 说 明 这 位 病人 是 正常 的 。 
CHER: EH G Go 的 两 个 相继 零点 间 的 时 襄 间 隔 为 半 自 然 周 期 
据 一 你 著名 的 糖尿 病 学 家 的 经 验 ; 刚 刚 眶 收 了 大 量 攻 欧 糖 的 韭 稿 尿 病 外 首 。 
他 的 血 业 浓 度 在 2b 或 不 到 如 内 将 处 于 或 抵 于 禁 食 时 的 水 平 , 练习 3 种 4 将 
对 这 位 糖 碌 病 学 家 的 浴 断 利 Ackerman 等 人 的 诊断 进行 比较 。 
3. 一 位 病人 在 他 刚刚 完 合 吸收 了 大 基 葡 萄 糖 时 ,他 的 血糖 沪 度 与 其 屋 佳 湾 虎 的 
WE eC 
dig | 
dz? 


de 
F aig = 0, 


+ 2e 


其 中 时 间 * BAS BP it. ETE e FAP fide Sp PA. LBA Se ik 
OAM RS BO ERE IBA A RR. A a RS. MR 
amri] 20min, WG Ackerman St A Aye2 et. or a A HIE HE AY. 
d = ER A CEH BE T ACH SR SA E CUO E A 
dat l dG 1 a 
ae T 20¢miny dr 十 3500(min) 


1 
= 2506 Cminya OE HORTA /100m Mik, 


GO) = 150mg Wt / Loom! 血液 ， 
~ pena 


vemy © I asera 
Co) = na ee 0 (min). 


TELA BY BE RPE RE 75mg APATHY / 100ml ne. A RGR Ackerman 
A BEGER ERIA BA A A eT A 
ARER N. 

HBH Bi ag tdg tee 0.8 a.t.c HIER. 证 明 :这 个 方程 的 每 -- 个 解 在 
+ 趋 于 无 帘 时 趋 本 等 


So +x 


[1] E Ackerman. L. Gatewood, J. Rosevear,and G, Molnar.” Blood glucose regula- 


on 
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tion and diabetes.” in Cuwce pis and Models af Blomathentatics, F. Heinmets, 


Ed. Marcel Dekker. 1966,ch. 4,pp. 131-156. 
教师 参考 


目的 ”关于 血液 中 葡萄 糖 与 激素 (包括 胰岛 素 ) 相 互 作用 的 一 
个 模型 。 提 出 解释 GTT 结果 的 一 个 简单 的 标准 。 

预备 知识 ， 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 。 

时 间 ”讲授 1 一 2 课时 。. 
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作战 模型 


Courtency 5, Coleman * 


ARBREBE REZ: 


ARERR AERE. 
但 对 战争 却 乐此不疲 。 
Ap BAP A SEA) 
1. 引 言 


第 一 次 世界 大 战 期 间 ,F. W. Lanchester 提出 了 风 个 尚 不 成 熟 
的 关于 空战 战术 的 尝试 性 数学 模型 。( 见 [9j [10]) 从 那 以 后 ,人 们 
不 断 推广 这 些 模 型 ,用 于 描述 各 种 竞争 (从 孤立 的 战斗 直到 整个 战 
争 ) 。 我 们 将 概述 并 “求解 " 基 些 简单 的 模型 ,评论 一 场 像 越南 那样 
的 混合 型 的 常规 -游击 战 , 并 对 二 次 世界 大 战 期 间 硫 黄 岛 上 的 战斗 
作 一 定 深度 的 研究 。 


2. ZA Lanchester 战斗 模型 
一 支 工 部 队 和 一 支 ? BAAR. HOM yt) 分 别 代 表 


* Department of Mathematics, Harvey Mudd Colege，Claremonty CA 91711， 
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PAT BBB ZE ¢ 时 刻 的 力量 ,其 中 : 从 战斗 开始 时 以 天 计算 。 将 “ 力 
量 定 量化 是 不 容易 的 ,因为 它 包括 :士兵 数量 ,战斗 准备 就 绪 情 
况 , 武 器 性 能 和 数量 , 指挥 员 的 素质 ,以 及 大 量 心理 的 和 无 形 的 因 

” 素 . 这 些 因素 连 捞 述 都 很 困难 ,更 不 用 说 转化 为 数量 了 .。 我 们 将 采 
用 一 种 简单 的 回避 方法 , 即 视力 量 < 人 和 ?人 为 士兵 的 数量 。( 另 
一 种 战斗 力 定量 化 的 近似 法 请 参看 Houes 和 Thrall 的 著作 [3])。 

RITER 2) A yo) BSH SL HAA i Sw 
数 .当然 ,这 是 事态 真实 状况 的 一 种 理想 化 ,因为 兵力 必须 是 整数 ， 
而 且 随 着 时 间 整 数 地 变化 。 不 过 ,有 人 也 许 会 争辩 道 , 当 兵力 很 大 
时 ,增加 一 或 二 个 人 ,与 总 体 相 比 简 家 是 一 个 无 穷 小 ,我 们 进而 允 
许 成 斗 力 在 很 短 的 时 间 间 同 内 作 任 意 小 量 而 不 仅 是 整数 的 变化 。 
例如 ,在 硫黄 岛 战 役 中 , 如果 在 战斗 的 第 18 天 美方 力量 在 上 午 
8:00 时 为 70 000, 上 午 9:00 时 为 69 995 ,那么 ,假定 上 秆 8:05 时 ， 
战斗 力 为 69 999. 5833… 就 是 很 自然 的 ,一旦 将 兵力 理想 化 为 连续 
函数 ,我 们 也 就 可 以 磨 光 z() 和 yd 关于 的 图 像 的 所 有 楼 角 ; 因 
此 ,我们 有 理由 视 OR ye) PES. OY SK. 

虽然 我 们 可 能 还 没有 关于 x{#) 的 具体 公式 (比如 作为 : 的 一 
个 函数 ); 但 是 , 我们 可 以 获得 大 量 有 关 z 部 队 的 自然 损失 率 
COLR)5 即 由 于 各 种 不 可 避免 的 疾病 .开小差 ,以 及 其 它 非 作 酸 事 
故 所 引起 的 损失 率 ), 册 于 与 y 部 队 遭 遇 而 产生 的 战斗 损失 率 
(CLR) 以 及 孝 充 率 (RR7 等 信息 。 假 定 z(0 的 举 变 化 率 由 下 式 给 
H . 


dzo =— (OLR + CLR) + RR. G) 


y 部 队 也 有 一 个 类 似 的 方程 。 问 题 是 要 求 出 关于 每 个 部 队 的 这 些 
变化 率 的 适当 公式 ,然后 分 析 相应 微分 方程 的 解 (0) AT C2 ,从 
而 确定 谁 将 “赢得 ”战斗 。 

为 方便 起 见 ,我 们 列 出 在 下 文 分 析 中 将 要 用 到 的 一 些 符号 ， 
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ab.e.d hve 非 负 损 和 失 率 常 数 。 


P).QG) 以 兵员 数量 计算 的 每 天 的 补 先 率 。 
at). y@) t 时 刻 敌 对 部 队 双 方 的 战斗 力 。 
Tory 战斗 开始 时 双方 的 战斗 力 。 
t 按 天 计算 的 战斗 时 间 。 


我 们 将 用 这 些 符号 写 出 三 P Lanchester 的 作战 模型 ， 然后 讨 
论 模 型 的 意义 。 


常规 战 
LOL ara) —by(Q)+PQ) 
(CONCOM)* 4 0) 
oF =—cx(t)—dy@) QD 
游击 战 
dD aru) gr YE FP) 
(GUERCOM)4 | 
| E = dy AO HO RU) 
混合 型 常规 一 游击 战 
dx) ax(i)—gx)y(+PQ) 
(VIETNAM)™ 4 6 
tt) celt) — dyl) +QE) 


正如 我 们 将 要 说 明 的 那样 ,每 一 个 方程 都 将 一 支部 队 的 兵力 
的 变化 率 与 其 它 变化 项 目 联系 起 来 ,并 具有 (1) 的 形式 。 补 充 率 
POM OO 几乎 是 不 言 而 喻 的 ,对 于 一 支 独 立 部 队 , 这 一 -项 为 零 。 
虽然 兵员 可 能 被 撤离 战斗 ,从 而 产生 负 的 补充 率 ,但 一 般 地 ,人 们 
将 期 望 补充 率 是 非 负 的 。 自 然 损 失 率 一 az (和 一 dy() 产 生 了 不 
变 的 相对 损失 率 ( 没 有 城 半 和 补充 时 )， 


* FERRERA SSB. pin ore 然而 军队 正 是 不 正规 词语 的 丰产 
Bib Si ee 
+e VIETNAM 是 越南 的 mae 
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— d (2) 


dx /de dy/de _ 
x oy T 


A ARE MRAM. PANAKARA ARLES. 

如 果 在 Lanchester $W p FH BEF IC BAM BRK BBA 
就 没有 发 生 战 斗 , AAE—AMM APRA SARA SIA 
模型 的 是 干 拓 项 一 妇 (4), — ert), ge (Cy) UR 
一 hzlD)ytt). 更 在 ,有 一 支 常规 部 队 在 时 外 (相对 而 言 ) 作 战 ， 
Lanchester 假设 这 支部 队 痢 每 一 个 成 员 都 在 敌人 的 有 效 杀 伤 距离 
之 内 。 还 想 设 ;一 旦 这 支 常 规 部 队 受 到 损失 ;炮火 就 集中 到 剩 下 的 
兵员 身上 。 在 这 些 条 件 下 Lanchester 提出 ,一 支 常规 的 zx 部队 的 
战斗 损失 率 具有 形式 一 6y(2) Het bE y 部 队 的 战 半 效果 系数 。 
注意 到 ,y 部 队 中 每 单个 兵员 所 造成 的 x 部 队 的 战斗 损失 率 为 


dafdt =—b (3) 
X 


这 样 ,5 就 是 > 部 队 中 每 个 成 员 在 战斗 中 的 平均 效果 的 一 个 度量 。 
关于 一 cz 项 可 以 给 出 一 个 类 似 的 解释 。 

计算 战斗 效果 系 数 5 和 < 并 不 是 一 件 简单 的 事 。 一 种 方法 就 
是 令 

一 (4) 

其 中 六 和 六 分 别 表示 y 部 队 的 部队 的 射 速 (射击 次 数 /兵员 / 
D) +p, 和 p. 分 别 表示 一 次 射击 杀 死 一 个 敌人 的 可 能 性 。 由 (C4) 可 
以 看 出 ,y 部 队 决 定 着 5,z 部 队 决 定 着 <. 有 时 一 个 事后 的 战斗 分 
析 将 揭示 5 Me 的 值 (参看 第 6 节 中 硫黄 岛 模型 ) 。 

常规 部 队 的 这 些 损失 率 都 是 线性 的 ;而 根据 Lanchester 的 研 
究 , 游击 部 队 的 战斗 损失 率 是 非 线性 的 。 其 论据 如 下 : 设 zxG) 表 示 
一 支 敌 人 看 不 见 且 有 一 块 固定 占领 区 尺 的 游击 队 。 BAT R AA 
击 但 无 法 知道 什么 时 候 产生 伤 六 。 有 理由 认为 。 游 击 队 的 战斗 损 
KGS RARE AR HORE OREH E rORK RELA 
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杀 死 的 概率 就 越 大 。 另 外 , 游击 队 = 的 战斗 损失 率 还 与 敌人 的 战 
LA yO AR EGBA. CPR ,我 们 得 出 游击 队 的 战斗 损 先 率 为 
一 安生 人 人 [CE 

估计 游击 队 > 的 敌手 y 的 战斗 效果 系数 e 村 比 估 计 由 (4 给 
出 的 系数 5 复杂 些 。 我 们 仍 可 以 利用 7,; 但 pp, 不 再 是 由 > 部 队 完 
全 确定 的 了 。Lanchester 认为 杀伤 游击 队 xz 的 一 个 成 员 的 概率 与 ? 
的 一 次 射击 的 有 效 面积 4., 成 正比 ;而 与 游击 队 占 领 区 的 面积 4。 
成 反比 。A,, 为 侍 个 游击 队员 在 掩藏 体 中 其 身体 暴露 部 分 的 面积 。 
这 样 ,关于 g 和 的 比较 合理 的 公式 就 是 ，: 

gar, FMR = r GE. (5) 

这 里 ,关键 的 差别 在 于 游击 队 在 某 种 程度 上 能 控制 自己 的 战斗 损 
失常 数 ,而 常规 部 队 则 不 能 :看 来 游击 部 队 在 战斗 期 间 将 尽 可 能 地 
去 占领 广阔 的 领地 , 当然 , 逢 之 而 来 的 问题 就 是 部 趴 过 于 分 散 。 

CONCOM,GUERCOM 及 VIETNAM 这 三 个 模型 是 建立 在 
Lanchester 的 这 些 补充 和 损失 率 的 各 种 组 合 基础 之 上 的 。 现 在 读 
者 应 回 过 头 来 考察 这 些 模 型 了 ,看 着 各 个 项 之 间 是 如 何 相 适应 的 ， 
并 验证 所 给 的 题目 (练习 D. 注意 ,对 于 在 越南 进行 的 那 场 持续 了 
四 分 之 一 世纪 的 战争 ,用 模型 “VIETNAN” 来 描述 是 不 够 精确 的 ; 
因为 各 个 部 队 在 不 同 的 时 间 所 用 的 是 不 同 的 战斗 模型 ,不 管 怎样 ， 
下 面 我 们 将 会 看 到 ,在 某 种 程度 上 这 个 术语 和 和 模型 上 有 其 重要 意义 。 

要 验证 这 些 模 型 的 有 效 性 ,需要 来 自 各 场 战斗 的 有 关 数 据 , 不 
过 。 我 们 还 是 先 来 “求解 "CONCOM,GUERCOM 和 VIETNAM 
的 简化 (实际 上 是 超 简化 ) 形 式 。 


3. 常规 战斗 :平方 律 


假设 两 支 扳 立 的 常规 部 队 正 在 交战 ,所 作 的 理想 假设 是 自然 
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损失 为 零 。 在 双方 设 有 增援 和 自然 损失 的 情况 下 ,CONCOM 简化 
为 简单 的 线性 方程 组 


de =— by, (fa) 
oe = ex. Gb) 
用 (6a) 除 以 (6b ,我 们 得 到 
和 一 b (7) 
在 47) 中 分 离 变量 并 积分 ,得 
att) 
of ydy = cf rdx, 
BORGI — yi) = elle) — 29). (8) 


AB EATS AY) ABBA Z |) BX FP RHR A A BREA BAL 
C6) Feed AE a PRA RIX TAT PRA 
设 必 表示 常数 5y3 一 cx3. 由 (8) 得 到 的 关于 方程 

by? — ca = K (9) 
HAEE- XAAR K = 0 则 为 一 对 直线 )， 我 们 称 (9) 为 双 曲 
t. 8.1 B 绘 出 了 对 应 于 不 同 天 全 的 双 曲 线 。 显 然 ,我 们 只 需 考察 
兵力 象限 (z 之 0,y 之 0) 中 的 曲线 。 曲线 上 的 箭头 表示 兵力 姑 时 间 
HEHAD. AW. AB co.) >0. RA de/d <0 和 
dy/de<0, BE LART IG AJA Tel SO 8. 1 所 示 。 

TELER ARSE PB I” Pd RR ARTA Tt 
BEF — SCBA HERE. Pin. WFR A> 0, Dy 获胜 ,因为 根据 (9)， 
> ERR FRA SRIRAM e 部 队 来 说 , oy 减少 到 
~ 开放 时 它 就 将 被 歼灭 。 这 样 ,y 部 队 试 图 形成 一 个 天 盖 0 的 战斗 
态势 , 即 y 部 了 以 希望 下 述 不 等 式 成 立 

bys > oxi. (10) 
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ya) 


K=0 Æ 
K0: y RE 


K0: 获胜 


| 


tH) 


A—kit 


图 8.1 乎 为 律 的 六 曲线 
由 (4) 看 出 ,(10) 可 写成 
(2) > LENE aD 

这 就 是 y ABBA TE Ree E GAB MAF. RPS AB RA 
Fe HAET R aT TEAR SR ES BB REE MY PE eR CL A 
会 有 多 大 影响 。(11) 左 边 的 平方 说 明 , 初 始 兵 为 比例 wy zx。 的 变化 
被 平方 她 放大 了。 显然 ,? 部 队 的 目标 是 增 大 兵力 比例 ,而 其 对 手 
是 要 减 小 这 个 比例 。 但 5411) 中 平方 的 作用 却 不 明显 。 

正 是 这 个 作用 使 得 达到 一 个 有 利 的 局 部 力量 对 比 成 为 如 此 重 
Ee PA MA yar R yr 2 的 一 个 变化 ,将 使 3 部队 获得 四 
倍 的 优势 。 当 然 , (11) 是 一 个 有 利于 y 部 队 的 不 等 式 条 件 , x 部 队 
则 将 试图 通过 增加 ro 使 不 等 式 倒 向 。 

方程 (9) 只 与 两 会 部 队 各 自 的 兵力 有 关 , 而 与 时 间 的 推移 无 
头 。 通 过 下 述 方 法 ,由 (6) 可 得 到 关于 兵力 的 瞬时 变化 公式 。 对 


《6a) 微 分 并 利用 (6b ) 得 
dæ dy. 
de -一 b de = DECT, 
或 
dêg 
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AA FA det RAE 

To = rl0); 一 bya = dzx/dt| os 
则 二 阶 常 系数 齐 次 线性 常 微 分 方程 (I2) 的 解 由 

xit) = xocosh( Br) 一 yyosginh( 房 ) - (139) 
给 出 ;其 中 B=~ be Y= b/c FEY ? 


y(t) = y,cosht ft) 一 sinh (Bt). (14) 


图 8. 2 aR J E KOC ayie BRE yh y 2) PR 
况 下 ,(13) 和 (14) 的 图 形 。 可 以 看 出 ,> 部 队 要 取胜 并 不 一 定 要 求 
Yo 超过 xo: 得 必须 使 Y ya ro 


图 8.23 KOR Pe AT BSE A AR H 
TAT BRA BB TETE WI BER RH EILE BIHER 


4. 游击 战 :线性 律 


同上 ,如 上 抹 两 支 游击 队 在 作战 中 均 无 自然 损失 和 增援 ,那么 楼 
拟 它 们 作战 情况 的 动态 方程 就 比较 容易 求解 .在 这 些 严 格 条 件 下 ， 
GUERCOM 简化 为 非 线 性 动态 系统 
de 
de ETS (15a) 


dx z 
证 = Ary. C15b) 
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用 (15a) 除 以 (15b) ,得 到 一 个 简单 方程 


dy _ A 
dz ` g’ 
对 其 积分 ,得 
线性 律 gy) — yo) = Aa) ~ x). 6) 


(16) 的 线性 形式 说 明 , 为 什么 非 线性 方程 组 (15) 通 常 称 为 线性 作 
战 规律 。 重 写 (16) ,有 

ey — hz = L, (17) 
AB L= gho haeo 如 果 LOO IBA y RRs 如果 工 <0. 则 
y 部 队 将 被 击败 , 恕 前 所 述 ,如果 > 部 队 仍 剩 有 一 些 能 作战 的 兵 


、” 员 ,那么 y 部 队 将 获胜 ,而 x 部 队 被 刘 灭 。 关 于 (17) 的 线性 图 形 请 


看 图 3. 3. 


i} 
L>0.y EE 


L=0 :平局 


Loa FEE 
EA 
E 
xit) 
_ fe 
A 
8.3 RHH 


求解 与 时 间 相 关 的 兵力 公式 并 不 困难 ,我 们 把 这 个 工作 留 给 
读者 去 完成 (参看 练习 2). MEW L> 0, PE 
2> 4, (18) 
那么 将 获胜 。 回忆 一 下 (5) 式 给 出 的 在 这 种 游击 战 情况 下 计算 g 
AA 的 方法 ,y PEM 
¥o r, A, 
. Ta > ry ° Ayy 


A, 
a" (19) 
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对 于 yy ABBA BG AS PE AR TY ER A LE yo/xo 达 最 
大 并 使 相应 的 面积 比例 数 4,/4, 达 最 小 。 也 许 观 方 对 比例 一 Ar， 
和 46/4 都 不 可 能 产生 什么 影响 。 我 们 注意 到 , 19) 的 左边 是 线 
性 的 ;这 样 ,比例 yo/x。 的 变化 没有 被 平方 放大 ,而 在 CONCOM 
中 ,相应 的 项 被 平方 了 (参见 (11))。 另 外 ,(19} 中 还 有 另 一 个 可 以 
变化 的 项 4.74,, 但 在 CONCOM 模型 中 则 不 存在 这 样 的 项 。 把 
(19) 写 成 下 商 的 形式 

A, ¥o an A, 

A,ro r, A 
于 是 ,我 们 看 到 Ay MAr 是 关键 的 项 ,对 这 个 模型 我 们 不 簿 多 
讨论 了 ， 因为 没有 哪 场 重大 的 现代 战争 是 完全 采用 这 种 作战 形式 
的 。 


(20) 


5 越南 :抛物 律 


在 VIETNAM 中 ,一 支 游 击 部 队 与 一 支 常规 部 队 交 战 。 我 们 
还 是 作 某 些 简化 ,假设 无 增援 也 没有 自然 损失 。 在 这 种 情况 下 ， 
VIETNAM 简化 为 


a = — pry, (21a) 
dy =— ex, 21b) 


其 中 x 表示 游击 队 ,> 表示 常规 部 队 。 用 (21a) 除 以 (21b) ,得 


dy 上 
对 其 积分 .得 
抛物 律 Ey) = er + M, (23) 


HH M=gyi— 2cro. MR M<O. ABA WE ARR, fit MO Wt. 
规 部 只 > 获胜 。 图 8.4 给 出 了 (C23) 定义 的 抛物 线 ， 
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yl 


M>0:y ERE M= 0.57 


M<i0.2 获胜 


iM fe 


M 
ae 


+ 


图 84 抛物 律 


经 验 表明 ,只 有 兵力 比例 yo/ Lo 远 远 大 于 1 时 ;常规 部 队 Y a 
能 战胜 游击 队 =. 那么 ,要 确保 常规 部 队 y SRE. MA CD ee baii 
WER, ATTA LAS BIE F LB yz 的 一 些 什 么 信息 呢 ? 回忆 一 
下 ,如 果 好 >>0, 即 如 果 有 


\2 A, 
(#4) >. tao. Pe L, (24) 
Ep E Xs r A, Xe 


2 Y 


> 就 会 取得 胜利 ,其 中 c 和 e 的 值 是 根据 射 速 .杀伤 区 域 以 及 游击 
队 占 领 区 的 面积 ,利用 (44) 和 (5) 进 行 计算 的 。 假设 射 速 x; 和 +, 近 
似 相 等 , 则 rs/r,az1. 另外 ,假设 一 名 游击 队员 射击 一 次 杀 死 一 各 
对 手 的 概率 p, 二 0. 1, FR EMMA. 单个 游击 队员 身体 易 攻 
击 的 部 分 为 21554,, 王 2), 这 样 ,《24) 便 化 为 


cas >o.1 4, (25) 
zo 


通常 ,游击 队 是 以 相对 比较 小 的 单位 进行 作战 , 故 设 x 一 
100, 并且 我 们 给 每 个 游击 队员 赋予 1 OOK, 从 而 
A,=100X 1 000=100 000, 在 这 些 假定 下 , (25) 化 为 


(2 0.1 x 100 000 


to 100 = 100, 
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Ye, 10, (26) 
ty 


这 样 ,简化 了 的 VIETNAM 的 模型 指出 ,如 果 游 击 队 是 在 能 将 其 
隐藏 起 来 的 相对 较 大 的 范围 内 以 较 小 的 单位 进行 作成 ,那么 ,常规 
部 队 与 游击 队 的 兵力 比 必须 相当 大 。 当 然 ,重要 的 是 局 部 比例 ( 尽 
管 我 们 可 以 假定 它 也 反映 了 总 体 的 比例 ) 。 

然而 , 在 南越 西部 进行 的 战争 实际 上 并 不 服从 这 一 简化 的 模 
型 .有 时 , 越 共和 北越 是 以 常规 的 方式 进行 成 斗 ( 如 1968 年 2 月 间 
的 新 年 攻势 ) ,而 美国 和 南越 军队 侦 尔 也 采用 游击 战 .不 过 ,双方 都 
看 出 整个 战争 是 以 一 种 混合 型 的 常规 -游击 战 模式 进行 的 ,至 少 定 
性 看 来 是 如 此 。 


20 CL) rari 
= wenen 
6 ZA ta 
12 
一 一 ~, = 
8 每 组 平均 数 = 多 
~L =a = iY 
让 站 =m IZIZl7 
SS SBS = Z VW 
TA 
A 
> “Sy en tJ a 5 ed ty 
Oa, > A WS Ae, ey KS Ss 
PRSS UAE VEZA 


8.5 RAGH- 
根据 (26) ,常规 的 南越 和 美国 部 队 要 取得 胜利 必须 有 fe 
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BMA HRA. KRY LER? Deithman 于 1962 年 ( 见 
[2]) 列 出 了 二 次 世界 大 战 之 后 的 10 KEEA AD ae EH 
兵力 比 , 其 中 包括 了 截至 当时 为 止 的 有 关 越 南 南部 战斗 的 数字 ( 见 
8.5)", 

由 图 8.5 可 以 看 出 ,在 这 样 的 战斗 中 ,只 有 当 整 个 力量 对 比 至 
少 是 8 比 1 时 , 即 


常规 部 队 
HERM” È (27) 


AA Sa AT ie RRB. TA REAR T RKS A B 
(26) RERA. H A 8. 5 还 是 稍 有 误差 的 ,因为 没有 算 
， 入 在 整个 战斗 期 间 欧 兵员 补充 率 或 自然 损失 率 ,而 仅 考虑 了 此 问 
所 使 用 的 实际 兵力 的 平均 值 。 

AB 8.5 可 看 出 ,到 1968 年 ,常规 部 队 与 游击 队 的 比例 下 降 
到 (6:1), 人 很 定 关 于 越南 战争 的 抛物 律 以 及 上 面 所 用 的 数字 有 效 ， 
那么 ,游击 了 座 有 希望 取胜 ,即使 美国 派出 大 规模 的 援军 ,这 种 败局 
也 会 出 现 . 事 实 上 ,新 年 攻势 (在 新 年 攻势 中 , 越 共和 北越 赢得 了 某 
_ 些 局 部 的 胜利 ,不 过 战斗 几乎 完全 采用 常规 方式 ) 刚 过 ,Westmeore- 
land 将 军 就 向 约翰 逊 总 统 要 求 增 派 一 支 206 000 人 的 部 队 。 这 些 
人 人 员 会 起 作用 吗 ? 如 同 下 面 这 张 部 队 战 斗 力 表 所 表明 的 那样 ,回答 
蚌 “ 没 有 多 少 用 ”( 我 们 再 次 假设 战争 是 湛 合 型 常规 -游击 战 的 继 
续 ) 。 


* 最 后 加 了 两 列 ,1968 年 的 数据 摘自 大 不 列 姜 百科 全 书 3 第 15 版 ,1971 年 ,第 19 
38.98 130 页 。 
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1968 as AA et FES SE 


常规 部 队 游击 部 队 

美国 o 510 000 北越 * 50 000 

南越 : l aust. 230 000 
ERY 600 000 

南越 : 
地 方 保安 * 500 000 

HERM: 70 000 

总 计 1 580 000 总 计 280 000 


1 680 00t 
RAEE: 385 000 一 6 


RUE LYRA SE MLTR ER UK HY 206 000 人 的 部 队 , 那 么 ,力量 


对 比 将 增加 到 
1 886 000 
280 000 


这 仍 不 足以 使 常规 部 队 的 状况 有 较 大 的 改变 。 而 且 游 击 队 也 将 会 
增加 到 314000, 从 而 保持 6:1 的 比例 。 正 是 基于 这 样 的 分 析 , 以 及 
美国 人 民 对 整个 事态 的 焦 虐 ,约翰 还 总 统 才 不 得 不 从 政治 上 寻求 
一 种 解决 越南 战争 的 办 法 。 他 拒绝 了 Westmoreland 的 要 求 ,发 起 
了 巴黎 和 平 会 谈 。 这 些 会 谈 最 终 导致 了 美国 于 1973 年 撤离 战斗 
1975 年 4 月 越 共 和 北越 取得 了 最 后 的 胜利 .我们 变 再 次 强调 ,我 
们 已 经 忽略 了 许多 重要 的 因素 ,如 北越 的 麦 炸 和 亚 饰 分 子 活动 的 
影响 等 ,) 


~ 6.7 


+ 近似 估计 ， 
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6. 硫黄 岛 战斗 


我 的 身体 不 会 从 战场 上 消失 ， 
除非 我 们 的 人 已 报 ; 
我 将 再 生 七 次 ， 

为 的 是 套 军 打数 人 。* 


硫黄 岛 位 于 东京 以 南 660mi, 是 一 麻 火 山 岛 ,面积 仅 8mi*, 二 
次 大 战 中 ,最 残酷 的 一 场 战斗 就 是 在 这 个 岛 上 进行 的 ,交战 国 是 日 
本 和 美国 。 这 个 岛 实 际 上 属于 东京 专区 ,已 被 认为 是 日 本 的 一 部 
分 。 日 本 之 所 以 决定 坚守 这 个 岛 , 一 部 分 原因 是 虫 于 上 述 缘故 ,但 
主要 的 是 因为 它 的 重要 性 , 它 作 为 一 个 基地 ,可 以 组 织 攻 击 前 去 秦 
人 炸 东 京 和 日 本 其 它 城市 的 美国 飞机 。 相 反 , 美 国 则 需要 它 作为 紧 化 
日 本 诸 岛 的 育 炸 机 基地 ,在 一 场 大 规模 的 故 炸 准备 之 后 ,美国 人 于 
1945 年 2 月 19 日 开始 袭击 。 FARA REM EA 
战斗 力 并 没有 多 大 影响 ,因为 日 军 部 队 都 隐 酚 在 天 然 的 或 人 造 的 
地 润 内 。2 月 19 日 的 战斗 是 紧张 的 (实际 上 长 达 一 个 月 之 入 的 整 
个 战斗 始终 如 此 ) ,双方 伤亡 惨重 ， 日 军 要 求 不 惜 一 切 代价 守住 这 
个 岛 , 只 要 还 有 一 个 人 ,就 要 战斗 下 去 ,他 们 确实 这 样 做 了 。3 月 16 
日 ,美军 宣布 这 个 岛 为 “安全 区 ”"。3 月 26 口 战斗 结束 ,5 月 中 旬 对 
奥 藏 在 地 润 里 的 日 本 战斗 人 员 的 清扫 工作 基本 结束 .( 最 后 两 个 晶 
本 人 投降 是 在 1951 年 !) 

这 场 血腥 的 战斗 现在 差不多 已 被 人 们 遗忘 了 ,只 是 在 新 闻 期 
刊 或 有 关 战 争 的 图 片 收 藏 中 还 不 时 地 会 重印 出 卫 林 的 这 甸 话 ,或 
登 出 四 个 美国 海军 陆 战 队 士兵 在 殖 商 岛 的 Mt, Suribachi Fea E 


CBI Bl AE A PRE RR PERERA A 
ft. - 
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国旗 的 照片 等 ， 以 后 还 会 再 出 现 短 暂 的 对 硫黄 岛 的 兴趣 。 但 是 总 
的 来 说 ,成 斗 仅仅 留存 在 参战 将 士 的 家 属 的 记忆 以 及 军 史 中 。 

J. H. Engle 利用 实际 的 战斗 记载 构造 出 一 个 关于 那 场 战斗 的 
Lanchester 模型 ,我们 将 循 着 他 的 分 析 , 使 用 他 的 数据 继续 下 去 。 
在 战斗 期 间 , 美军 得 到 了 支援 ,而 日 军 没有 ,因此 ,至 少 美军 的 作战 
损失 是 微不足道 的 ,至少 是 可 以 忽略 的 。 有 人 或 许 争辩 道 :将 隐藏 
在 地 润 内 的 日 军 看 作 游击 部 队 , 那 么 VIETNAM 模型 将 适用 于 硫 
黄 岛 战斗 。 不 过 Engel 证 明 也 可 以 用 CONCOM 模型 | 


(a) dz =— by + PO), 


(b) B = 一 cx， 
其 中 zz 和 > 分 别 表示 美 、 日 两 军 的 战斗 力 。 为 了 使 变量 有 直接 的 
联系 ,分 别 用 4 和. AR 2 Ay 
SA = os + PO), (28a) 
学 = 一 ec4. (28b) 


. 用 方程 组 的 参数 变 值 法 或 者 是 下 面 的 方法 .我们 可 以 求 出 
-《28) 的 解 。 对 (28b) 求 茹 分 ,然后 利用 (28a) ,得 
df dA 


de =- er = bed — cP C2). 
或 d — bed = — eP (E), (29) 


FEC B—THA RH’ —PORIMRER BRED 
方程 。 单 个 二 阶 方 程 的 参数 变 值 法 技术 使 我 们 能 够 解 出 29) ,得 
(#03) 


FQ) = Sycosh( fe) 一 A sinh (Be) — al sinhB(t — s) P(sdds. 
(30) 


ok Ae 


de Le = te, ed 
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其 中 J6 和 i 分别 为 袭击 前 岛 上 和 掉 军 和 美军 的 兵力 (因此 A= 
0). B= bE, Y = bfe. Ap 出 现 于 30) 是 因为 根据 (28b)， 
dy /dt lo=—eAo. 
将 (G30) 对 dd /de 积分 ,然后 利用 (28b) ,我 们 就 可 以 确定 4 人 。 
由 C30) 有 | 
df 


an Blosinh Be) 一 Aocosh (At) 一 | 


1 


F) sinhfte — D Pit) 


— {Fj ffcoshge — 9P oas, C31) 
其 中 我 们 利用 了 对 积分 式 求 微分 的 葬 布 尼 兹 法 则 
Sf heds = ha.n + | Eha, 


ü 
H sinhO=0 及 B/¥=c, (31) ABH 


a = #7 sinh (ft) — cA,cosh( A) 一 cf cosh te -- sPCs)ds, 
caz) 


回忆 一 下 A50 并 利用 C28b) 中 4) 二 一 07e ddydd ,我 们 有 
AG) = — YJ sinh(Bt) + | coshae —PG)ds, 《33) 
样 ,由 美 日 两 军 兵力 随时 间 变 化 的 Lanchescrian 模型 得 出 
AG) =— YJ,sinh(ft) + [[coshae —s)P(sdds, (34a) 


JO) = Joshi Pt) — a7] sinaga —s)P(s)ds, (34b) 


当然 ,这 些 方程 正 是 A= 0 BAY C30) F033). 

将 这 些 理 论 模型 与 实际 数据 进行 比较 ,我 们 当即 过 到 了 麻烦 ; 
没有 是 军 方 面 的 记载 ! 显 然 , 粟 林 将 军 所 掌握 的 伤亡 数 表 在 战斗 中 
RAT ,而 保存 在 东京 的 任何 记载 在 最 后 五 个 月 的 战争 中 也 被 
燃烧 弹 烧 毁 了 ,不 管 怎样 ,日军 最 初 的 人 数 是 惊人 的 。 在 整个 战斗 
中 没有 一 个 日 本 入 从 岛 上 逃 去 ,没有 一 稻 日 本 船只 和 飞机 在 岛 上 
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RRBs EAA ETRA RIER EAS. PRR 
PRARIIEET ARASH. ERRI ACETA 
数 作 记录 (参见 L11]) ;下 表 只 是 给 出 了 全 部 总 数 。 


RK HLM EAR 
美国 在 硫黄 岛 上 的 伤亡 总 数 
RH. ARE 、 本 
BGT 受伤 BRKE 总 计 
海军 陆 战 队 士 兵 5919 17 272 2648 25 851 
BERD: i S - 
舰艇 及 空军 分 队 . 633 - 1158 1791 
卫生 员 195 529 724 
ere 51 218 269 
医生 和 牙医 2 12 14 
战斗 中 的 陆军 部 队 8 . 28 37 
全 部 总 计 - 6 821 19 217 2 64a 28 686 
日 本 在 硫黄 岛 上 的 伤亡 人 数 l 
防御 部 队 FE Hinse 
(fit? 
21 000 HERRER 216 29 000 
陆军 867 
Bib 1 083 


Newcomb 关于 日 军 的 数字 21 000 较 实 际 稍 低 了 点 ,很 明显 ， 
他 没有 将 最 后 几 天 在 地 洞 中 找到 的 基 些 活 的 和 死 的 日 军 算 进去 。 
我 们 将 采用 Engel 的 21 500 这 个 数字 。 这 样 ,在 (34) HS = 
21 500. 


美国 的 增援 率 PC) 为 
7 54000, O<r<t1 
0，  I<t<2 
6000, 2<41<3 
PO = 0, 35 


13000, 5&6 
0, 6<1< 36 


137 


其 中 我 们 假定 每 天 的 增援 率 是 不 变 的 , AAE EE fi hy ie E 
来 度量 。 . 

ME RAF p Are 和 <) 是 待定 的 了 。 这 里 我 们 不 得 
不 粗糙 一 些 。 首 先 ,5 M e 不 能 仅仅 是 现役 战斗 员 而 应 是 整个 部 队 
的 平均 效率 系数 .这 里 说 的 整个 部 队 包 括 参 战 者 与 支援 者 ,因为 我 
们 已 将 所 有 这 些 部 队 都 加 在 一 起 了 .第 二 ,对 于 一 场 持续 了 这 么 多 
天 的 战斗 ,即使 是 这 样 的 系数 的 平均 我 们 也 无 法 算出 ,我 们 将 不 再 
循 着 Engel 的 方法 (参见 [3]) ,而 要 问 是 否 可 以 利用 美军 的 日 伤亡 
人 数 表 中 (35) 中 的 增援 数据 以 及 /一 21 500 来 确定 3 和 ce 的 可 
能 值 . 由 Morehouse 给 出 的 伤亡 人 数 表 和 (35) ,可 算出 ! 一 1,2，…， 
36 时 的 Aw (O (美军 的 实际 人 数 )。 然 后 对 (28b) 积 分 ,得 


36 
JBS — J =— ef A de 
所 


a6 
. =— 6 Aalt) ' 
i=l 
由 此 得 
Jo— J(36) 21 5000 — 9 


c= = 537 gog 0: 0106 (36) 


其 中 分 母 是 Engel 根据 Morchouse 所 给 的 数据 算出 的 。 
现在 我 们 需要 对 5 进行 估计 。 利用 (36) 中 给 出 的 < 值 ,我 们 可 
求 出 实际 值 /602) 的 一 个 近似 值 sse(D. 当然 ,这 个 实际 值 只 对 1 
=0 和 :一 36 是 已 知 的 
Japp lt) = 21 500 — 0. 0106 >) Ah) = 0,1,136, 


k=l 

(37) 
这 里 ,我 们 对 (28b) 求 了 从 0 到 * 的 积分 ,然后 用 (37) 中 的 求 和 代 
HT [Ands .前面 已 经 说 过 ,实际 战斗 在 第 36 天 结束 ,但 是 从 
第 28 天 到 第 36 天 交战 只 是 零 零星 星 地 进行 ,看 来 用 这 个 连续 模 
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BIE AAT RE. E APRA b RIEG c= 28. (对 c 的 计算 
BATA BEG t= 36. Ay RG AR Ys BR ATT A aR 
准确 的 日 本 军队 损失 数 数字 。) 对 (28a) 积 分 得 


(AG) = A ~ b) leds + | Pods 


=— bY tk) + SIP. (38) 
a>] k=] 
这 样 ,利用 (38) 和 :二 28 求 出 5 


28 
>) PCR) 一 ACB) | 
b= +l 站 . (39) 


+1 


为 了 求 出 (39) 右边 的 各 个 量 , 我 们 将 利用 下 面 的 数字 ， 
> PCA) =73 000, 根 据 (35); 


k=] 


AC(28)=52 735,Engel 从 Morehouse 的 数据 中 取出 ; 
28 

>) Sapp CB) = 372 500, Engel 利用 C37) 和 Morehouse 
k=] ` 


关于 4 人 的 数据 算出 ， 
我 们 有 
b ~ 0. 0544. (40) 
应 再 次 指出 的 是 ,6 是 利用 (38) ( 取 1 一 28) 和 实际 的 美军 日 兵 


力 算出 的 (如 同 Engel 计算 2 4.tt) 那样 ) 。( 也 可 以 采用 另 一 种 


方法 ,对 于 每 一 个 ==1,…,28, 由 (38) 算 出 806), 然后 取 六 均值 ， 
不 过 我 们 没有 这 样 做 )。 现 在 ;我 们 变 间 ,对 于 不 二 9,1,…… ,应 如 何 
比较 4 和 由 (38) 算 出 的 48 .Engel 把 这 两 组 数值 给 在 同一 
张 图 上 ,而 图 8. 6 中 还 包含 了 修改 后 的 图 形 。 考 察 成 斗 开始 阶段 由 
于 增援 部 队 而 引起 的 向 上 的 阶 跃 ， 虽 然 计 算 总 和 * 的 方法 并 不 令 
入 惊讶 ,但 两 组 值 却 吻合 得 非常 好 。 这 样 看 来 。Lanchestrian 模型 
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确实 适合 琉 黄 岛 战斗 。 当 然 其 它 模 型 可 能 同样 好 或 更 好 。 


Cb) 活 著 的 部 队 


_ 严格 的 理论 什 
-一 实际 什 


(RBA 


4 8 12 16 20 234 28 32 36 天 


图 8.6 关于 酸 划 岛 战 斗 的 实际 兵力 与 理论 兵力 的 比较 ! 取 自 Enge 84903] 


7， 战斗 的 数学 模型 : 建 模 的 阴暗 面 


这 些 模 型 都 存在 着 由 于 运用 数学 带 来 的 道德 问题 。 20 世纪 上 

半 叶 ,最 著名 的 英国 “ 纯 ”数学 家 G.H. Hardy 曾 这 样 说 过 ( 见 [5]): 
所 以 ,一 位 真正 的 数学 家 要 问心 无 愧 ;不 做 任何 有 损 

他 的 工作 愉 值 的 事 ;数学 是 …… 一 项 “无 害 和 清白 的 ” 职 

放 。 另 一 方面 ,平凡 的 数学 在 战争 中 却 有 很 多 应 用 。， 
对 Hardy 来 说 , 纯 数学 是 深奥 的 ,“ 真 正 的 ”、“ 无 害 且 清白 的 ”, 而 
能 够 应 用 的 是 “平凡 的 ”数学 。 人 们 不 禁 要 问 ,事情 就 这 么 简单 吗 ? 

数学 世界 并 不 是 一 个 完全 脱离 民族 、 文 化 以 及 创造 发 明 它 的 
数学 家 们 的 。 因 为 战争 以 及 为 战争 作 准 备 依然 是 人 类 主要 关注 的 
事情 ,所 以 ,对 用 数学 来 研究 和 分 析 战 争 就 不 必 感 到 惊讶 了 。 数 学 
主要 地 被 用 于 武器 的 设计 一 -” 即 阿 基 米 德 与 他 的 弹弓 或 当代 关于 
导弹 弹道 的 计算 。 不 过 ,数学 的 分 析 也 可 用 于 制定 最 优 决策 后 惑 
和 战术 。Lanchester 的 奇妙 的 和 模型 就 属于 后 面 那 种 数学 在 军事 中 
的 应 用 。[13] 中 给 出 了 一 个 有 趣 的 数学 模型 , 它 措 述 的 是 … 场 军备 
竞赛 的 荒唐 行动 。 
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关于 数学 在 战争 研究 中 的 应 用 ,作者 有 自己 的 道德 标准 , 显 
然 ; 读 者 也 一 样 。 不 管 这 些 标 准 怎 样 ,每 个 人 都 必须 知道 数 党 将 继 
BRAT APRA GR. 


eS 


1， (4% CONCOM -GUERCOM LU VIETNAM ‘pai — ii. E VIETNAM Hp. 
Oh — Fr UR BA wa 还 是 y? 

2. RODEA ARSE zo 0, p> 0 ARAR rH ytd. 
ER ALT) oo Ry Hy I PRE IR A CSa). PRG CL Se) op E 
ASB PR RBS ORM. 最 后 将 7 表示 为 ! AY RB Sb a a fe 
类 似 的 处 理 . 

3， 对 (29) 运 几 参 数 变 值 法 ,并 化 简 530)。 

i RGD). l 

5. 在 简化 的 常规 战 规律 (6) 中 令 mo 一 15 000, yo= 20 000,8=0. 0t: e= 0. 5, E 
> BAA 5 000 n AEREA AE BA {E R EAR A e S E a T N i a E R E 
全 部 投入 战斗 。 UE A A h tem Ok 
PRELA ERNER EE”. ACES K PA 20 000, FRI. — 
BOSE He A 9 A (E hee Cr Be oD 

6. RRS RL ERE. AODAN JR zo= 15 000, y= 20 
O00.g—0. 04.40.05.» 的 增援 为 5 000. l 

7. 对 (28) 直 按 运 用 方程 组 的 参数 变 值 法 来 获得 (34)。 


5 R 
Paf ZE Ra DA ARGH CDR E BE AR O E I A A RE E E A B EEA — A K RBE 
Be. MET 1944 年 12 月 6 日 开始 ,德国 首先 发 起 惊人 的 攻击 , 头 6 天 中 ,战线 突入 
SE Py AIA 70mi 宽 ,50mi YR. 到 1945 年 1 月 28 日 ,战线 退回 到 原来 的 形状 .整个 
战斗 结束 ， 王 表 概 述 了 战斗 统计 数据 ,其 中 每 天 非 战斗 伤亡 数字 主要 是 推测 出 来 
的 . 没有 关于 德国 每 天 战斗 伤 人 的 数字 ,这 与 日 本 在 硫黄 岛 的 情况 一 样 , 建立 关于 


这 场 战斗 的 模型 并 解 之 。Harvey Mucle 学 院 的 一 个 学 生 小 组 搜 拧 了 坊 涉 的 数据 ， 
构造 了 他 们 自己 设计 的 一 个 模 击 ,并 求 出 了 它 的 解 , 见 477。 他 们 前 方程 是 
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SA L Ca) — HG) + RAD, 
ge =— Celt) — cAG) + Ret), 


FCP HN ER ACE CWA Cmn TARN. ie 
意 构造 男 一 种 模型 .建议 :把 神 突 的 闫 109 天 看 作 一 场 战斗 ,而 剩 下 的 34 天 作为 另 
一 场 战斗 。) 

有 关 这 个 方案 的 参考 书 ( 除 [7]j 以 让 }: 

H. M. Cole, The Ardennes: Bartle of the Bulge- The European Theater of Opera- 
tons» Office of the Chief of Military History Department of she Army, Washing- 
ton. DC, 1965. 

J.S. D. Eisenhower. fhe Sater Woods. New York :Putnam.1969. 

“pelogedia Amerikana, val. 29. New York, Americana, 1971. pp. 410—413, 


“pn 

Report of Operations (Final Aftion Action Re port). 12th Army Group. vol. 1— XII. 
关于 美军 和 德军 的 日 统计 表 
美 E à i 军 

AM OB 增援 部 队 战斗 伤亡 非 战 斗 伤 亡 ARS RRB SE ABE 
0 十 二 月 i165 (H 0 0 92 200 C 0 
1 17 6 2 500 1 000 &§ 700 中 1 000 
2 18. 0 6 500 i 000 8] 700 24 400 1 900 
9 19 33 100 3 750 1 900 110 050 0 1 000 
4 20 13 200 3 #00 1 000 118 450 14 400 1000 
5 48 $00 2 750 1 909 163 500 v0 1 GCO 
6 21 26 100 1 625 1 000 186 975 0 1 O00 
7 22 26 700 3 900 i 000 209 175 14 400 1 oto 
g 23 24 400 1 875 1 900 230 700 (i 1 O00 
a 24 12 900 2575 1 000 240 025 ü 1 ġġ 
1% 25 13 900 2 900 000 250 025 34 000 1 O00 
tl 26 0 2 000 1 900 247 O25 Q 1 000 
12 27 12 200 1 875 DO 256 350 0 1 ood 
13 28 0 1 250 ooo 254 100 0 1 ood 
14 29 0 1 250 L 000 251 850 0 1 000 
15 30 23 300 1 000 - 1000 273 150 20 000 1 000 
16 31 10 300 1 500 000 280 950 . 1 OND 
17 一 月 1 Q 1125 1009 278 825 48 000 1 900 
18 2 6 875 G00 276 950 10 O00 1 900 
19 3 & 300 i 500 1 000 282 950 性 1 O00 
20 4 0 1 500 1 000 280 045 0 1 000 
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x 军 ie 军 
AR ”日 期 ” 增援 部 了 战斗 伤亡 非 战斗 伤亡 战斗力。 WHR Ak 


21 5 0 1 250 1 000 278 200 0 1000 
22 6 9 875 1 000 276 325 o 1 Goo 
23 7 0 1375 1 000 273 950 0 1 009 
24 ê ü 1 O00 1 000 271 950 9 1 Goo 
25 9 12 900 1 250 1 000 282 600 ğ 600 
26 10 Oo 1375 1 000 280 225 ù 1 600 
27 1 0D 1 000 1 000 278 225 0 1 Goo 
28 12. 0 1 600 1 000 276 225 Q 600 
29 13 a 1 500 1 000 273 735 i 1 ooo 
34 14 ð 1500 1 000 271 225 D 1 000 
31 15 0 2 000 1 000 268 225 0 1 000 
32 16 G 1 625 1 G00 265 600 ù O00 
33 17 0 1 000 1 000 263 600 Q 600 
34 18 0 1 250 1 000 261 350 Q OOD 
35 19 0 1125 1 000 259 226 0 1 0 
34 20 0 $75 1 000 257 350 0 1 coo 
37 2 D 1425 1 G00 255 226 - ü 1 600 
38 22 0 876 1 900 253 356 0 1 G00 
39 23 0 875 1 G00 251 475 0 - łc 
40 24 9 1 900 1 000 249 475 0 1 090 
41 25 0 875 1 000 247 606 0 1 000 
12 26 0 750 1 000 245 850 0 1 ooo 
43 27 0 875 1 000 243 975 0 1 boo 
44 28 0 500 1 000 242 475 0 1 COG 
265 400 . 164 900 
对 于 德国 还 有 : 


最 初 的 攻击 其 力 ;t: 二 0 G60)==200 000 
Heeb Ts: 100 009 
最 后 的 战斗 力 :220 0060 
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教师 参考 


目的 ”本 章 的 目的 就 是 阐明 数学 模型 如 何 用 来 描述 一 场 战 
斗 。 关 于 这 样 一 种 应 用 的 道德 问题 ,不 谈 及 其 效用 也 是 值得 关注 的 
事情 .在 使 用 术 章 的 课堂 上 , 可 给 予 充分 的 讨论 。 

预备 知识 ”可 分 离 微 分 方程 ,关于 一 个 二 阶 标量 微分 方程 的 
参数 变 值 法 , 双 曲 函数 (或 相当 的 指数 形式 ), 对 积分 求 微分 的 莱 布 
EREN. 

时 间 用 1 一 2 次 讲座 即 可 。 


£98 
用 频率 响应 的 方法 建立 线性 系统 的 模型 


William F. Powers” 


1. 5] 


mt- 


在 控制 论 六 参见 [1]) 这 部 经 典 著作 中 ,Norbert Wiener 从 信 
息 处 理 和 控制 系统 的 角度 对 人 类 进行 了 观察 .这 种 曾经 促使 通信 
利 控制 系统 发 展 的 观点 ,使 数学 模型 面向 人 类 行为 和 人 体 的 生理 
部 分 ,这 部 著作 的 很 多 地 方 都 涉及 到 频率 响应 技术 ,本 章 将 论述 这 
种 技术 在 数学 建 模 中 的 应 用 。 

简单 地 说 ,频率 啊 应 技术 是 基于 函数 的 傅 里 叶 展 开 式 。 这 些 展 
开 式 是 以 分 量 之 “和 ?的 形式 来 描述 一 个 函数 的 , 而 这 些 分 量 又 具 
有 各 种 频率 ,它们 组 合成 所 要 讨论 的 函数 .例如 ,如 果 SORA 
个 傅 里 叶 级 数 表示 式 

FO = Sasino), 


ABZ, A EARRA RAR A REME E ART 


* Control Systems Department, Ford Moror Company, Dearborn, MI 48121. 
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所 加 的 “ 权 ”。( 非 周期 函数 了 亲 表 示 成 像 
f@ = [ocx rsin(xt)de 


这 祥 的 情 里 时 积分 ,所 用 的 频率 是 一 个 连续 系统 , 权 为 <(z)。) 这 
样 , 通 过 了 解 系统 对 正弦 输 人 的 响应 就 可 重新 得 到 系统 的 动态 特 


输入 信 各 输出 


(路 标 线 的 斩 迹 》 ah (中心 线 位 置 ) 
一 aD , Bar 


图 9.1 


本 章 的 重点 将 放 在 建立 人 的 摸 型 上 ,这 个 "人 ”就 是 "补偿 作 
业 “中 的 操作 者 .更 具体 地 讲 , 就 是 根据 某 些 实验 数据 获得 操作 人 
员 的 数学 模型 ,在 这 些 实验 中 ,操作 人 员 要 通过 操纵 一 个 已 知 控制 
动态 的 控制 系统 ;消除 可 见 的 误差 信号 ,可 见 的 误差 信号 是 随机 的 
或 “随机 出 现 的 ”模拟 汽车 驾驶 就 是 一 个 这 样 的 例子 ,汽车 的 中 间 
线 与 随机 出 现 的 路 标 线 输入 之 间 的 偏差 通过 显示 器 告诉 给 驾驶 
员 ,. 驾 驶 员 转 动 方向 盘 , 汽车 路 线 因 此 而 变 亿 ,从 而 误差 信号 也 就 
变化 ,假设 已 知 受 控 系统 的 动态 特性 .在 我 们 的 例子 中 这 个 系统 就 
是 汽车 驾驶 系统 .图 9 1 给 出 的 是 关于 这 种 情况 的 一 个 "反馈 ? 框 
图 。 通 过 误差 信号 (程序 化 的 路 标 线 的 路 线 减 去 实际 的 路 线 ) 和 输 
出 (作为 结果 散 汽 车 中 心 线 位 置 ? 的 频率 响应 分 析 可 为 变 驶 员 建 立 
一 个 近似 的 数学 模型 . 即 给 出 由 驾驶 员 观 调 的 对 误差 的 度量 eo) 
和 输出 >G)， 人 们 就 可 以 运用 频率 响应 方法 确定 一 个 联合 的 驾驶 
员 一 汽车 系统 模型 ( 见 图 9. 2) ,既然 汽车 的 数学 模型 是 已 知 的 了 ， 
那么 ,驾驶 员 的 数学 模型 就 可 由 联合 模型 导出 。 

上 和 面 所 讨论 的 建 模 类 型 是 一 个 活路 的 研究 领域 :由 这 种 方法 
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ee) ? yit) 
3h — FR 


图 9.2 用 于 分 析 的 输入 一 输出 系统 


产生 的 许多 模型 已 运用 于 实际 中 ,例如 ,人 们 用 这 种 分 析 方法 已 证 
明 , 在 发 生意 外 的 情况 下 ,土星 阿波 罗 太 空 助 推 器 可 在 宇航 员 的 人 
工 操 作 下 飞行 (参见 [2]) ;由 于 人 的 能 力 问 题 ,在 一 定 情况 下 ,超过 
当前 公路 允许 指标 的 卡车 和 公共 汽车 有 可 能 失去 控制 ( 见 [3]》; 以 
及 从 飞机 设计 中 的 驾驶 员 模型 得 出 的 结论 最 终 促成 了 飞机 性 能 的 
改进 (网 [4]) ,另外 ,在 许多 生理 学 模型 的 产生 过 程 中 也 用 到 这 种 
建 模 技 术 ,[5] 一 [7] 对 其 中 的 一 些 模 型 作 了 研究 。 

本 章 其 余 的 内 容 如 下 ; 在 第 2 节 中 ,我 们 将 讨论 操作 人 员 模 型 
建 模 问题 的 实验 方式 ,同时 还 要 讨论 采用 频率 哆 应 技术 的 动机 .第 
3 节 将 提出 一 个 由 教 渍 指导 元 建 模 问 题 , 它 将 说 明基 本 的 数学 方法 
(如 果 教 师 愿意 ， 可 让 学 坐 自 避 做 实验 并 建立 问题 的 模型 ). 第 4 节 
给 出 了 实际 的 操作 人 员 实验 数据 , REENT AT Oh He 
后 ,在 第 5 节 中 ,我 们 简要 地 讨论 了 一 些 补充 知识 ,它们 涉及 到 较 深 
奥 的 数学 问题 ,同时 提供 了 适当 的 参考 文献 。 


2. 建立 操作 人 员 模 型 


由 于 人 具有 很 大 程度 的 不 确定 性 ,因此 ,不 能 期 望 一 开始 就 能 
构造 出 关于 人 的 行为 的 数学 模型 .不 过 ,对 于 某 些 规定 了 只 有 一 名 
操作 人 员 的 作业 ;可 望 为 标准 的 (正常 的 ) 作 业 媒 作者 建立 一 个 很 
好 的 近似 的 数学 模型 .这 样 的 模型 对 特殊 作业 设备 的 设计 工作 是 
有 用 的 。 在 这 一 节 中 ,我 们 将 讨论 一 些 要 考虑 的 基本 事项 ,在 建立 
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补偿 作业 (5 即 消除 误差 ) 的 操作 人 员 模 型 中 要 涉及 到 它们 。 

假设 给 操作 人 员 规 定好 一 个 作业 ,现在 ,我 们 要 设计 一 项 实 
验 , 以 产生 能 用 于 建 模 的 数据 .图 9. 3 显示 了 一 个 典型 的 实验 室 , 它 
是 为 建立 补偿 作业 模型 前 实验 而 建立 的 .操作 人 员 通 过 移动 操纵 
杆 来 消除 屏幕 土 显示 的 随时 间 变 化 的 误差 信号 ,计算 机 一 方面 显 
示 出 误差 信号 , 另 一 方面 也 控制 着 变 控 物理 系统 (如 汽车 、 飞 机 等 ) 


图 39.3 


由 于 这 样 一 个 实验 包含 了 人 的 因素 ,因此 ,必须 考虑 一 些 事 
项 .其 中 的 主要 几 点 叙述 如 下 : 

C1) 激发 :在 实验 期 场 ,应 将 人 的 能 力 激发 到 接近 他 们 的 最 佳 
程度 。 

C2) 学 习 : 典 型 地 ,对 于 一 个 人 来 说 ,实验 做 得 越 长 ,做 得 就 越 
好 一 直到 达到 某 一 程度 ,这 样 一 个 时 期 就 是 学 习 时 期 , 它 不 应 是 数 
揭 带 的 一 部 分 。 于 是 在 收集 数据 之 前 爱 试 者 要 做 一 些 试验 竹 的 实 
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验 ， 

《3) 训练 :在 做 一 项 补偿 作业 时 , 某 些 受 试 者 会 比 另 一 些 受 试 
者 要 好 ;如 飞行 员 与 非 飞行 员 爱 试 者 相 比 , 通 常 前 者 要 熟练 些 。 应 
该 注意 这 样 的 信息 , 因为 它 将 影响 模型 的 参数 。 

《4) 注意 力 时 间 : 要 得 到 一 个 理想 的 数据 带 ;就 应 进行 吓 够 长 
时 间 的 实验 ,但 也 不 能 太 长 以 至 于 受 试 者 失去 兴趣 或 注意 力 分 散 。 
典型 的 实验 (如 图 9 3) 约 2 一 5min, 其 中 由 于 学 习 和 注意 力 溅 弱 ， 
通常 还 要 将 开始 和 结束 的 一 段 时 间 分 别 除去 。 

《5) 身体 和 心理 装 态 : 应 该 注意 受 试 者 身体 和 心理 的 一 般 状 
态 , (就 这 一 点 而 袁 , 这 样 的 实验 可 用 来 确定 某 些 因素 (如 药物 ?对 
做 补偿 作业 能 力 的 影响 。) 

(6) 输入 信号 ， 显示 出 的 误差 信和 号 既 不 能 太 简单 以 至 于 受 斌 
者 很 快 就 能 预测 出 ,但 也 不 能 复杂 得 无 法 作 数 学 分 析 。 

上 述 最 后 一 个 注意 事项 , 即 输 人 信号 的 数学 特征 ,是 关键 性 
的 ,因为 它 强 烈 地 影响 着 数据 分 析 和 模型 建立 过 程 中 所 要 运用 的 
数学 类 型 .我 们 来 考虑 一 些 典 型 的 输入 ,并 假定 受 试 者 时 刻 都 在 观 
察 着 这 些 数据 .如果 由 现 一 个 不 变 的 误差 信和 号 ;那么 对 正常 的 受 试 
者 来 说 ,这 几乎 没有 什么 麻烦 .注意 ,不 变 的 信号 是 一 个 频率 为 堆 
BY TE SR 1S CBD < 一 ccos(wt) ,w= 0). 其 次 ,假定 出 现 一 个 频率 很 
低 的 正弦 波 信号 这 时 , 受 试 者 仍然 可 以 跟踪 这 个 误差 信号 .但 是 ， 
当 误差 信号 的 频率 增加 时 ,跟踪 误差 也 将 增加 ,最 后 将 达到 某 一 
点 :此 时 , 受 试 者 已 无 法 对 信号 进行 跟踪 ,甚至 不 得 知道 信号 是 什 
CBP YB — 7S eS BRUTE SDD .这 个 频率 粗略 地 指示 了 操作 人 员 能 
力 的 频带 宽度 “典型 地 为 5 一 10rad/s)。 由 于 超出 这 个 频带 宽度 
时 ,人 实际 上 就 无 法 再 进行 跟踪 了 .所 以 ,输入 频率 高 于 这 个 频带 
宽度 的 信号 对 于 建立 一 个 人 类 跟踪 误差 信号 的 行为 特征 的 数学 各 
型 基 毫 无 用 处 的 有 一 种 观点 认为 ,可 以 根据 频率 将 输入 信号 进行 
分 类 。 如 果 我 们 接受 这 种 分 类 ,那么 ,可 采纳 的 频率 范围 就 是 [0， 
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BW), Kh BW 二 频带 宽度 。 

因为 ,在 许多 电子 和 机 械 系统 中 ,频率 是 很 重要 的 变量 ;因此 ， 
存在 大 芋 与 系统 频率 特性 有 关 的 数学 技术 和 理论 .通常 称 这 种 近 
似 法 为 “ 频 坡 "近似 法 。 

如 果 被 建 模 的 系统 可 以 近似 地 看 作 线 性 系统 ,那么 ， 有 许多 频 
域 结 果 可 直接 用 于 系统 识别 和 建 模 不 过 ,人 们 并 不 期 望 操 作 人 员 
以 线性 方式 行动 .事实 上 ,操作 人 员 模 型 的 开创 者 之 一 A. Tustin 

一 个 简单 的 实验 证 明了 操作 人 员 的 行为 是 非 线 性 的 ,正如 在 下 
一 节 中 将 要 证 明 的 ,如 果 一 个 系统 用 线性 微分 方程 来 描述 ,并 且 具 
有 频率 为 wm 的 正 防 强制 函数 ;那么 , 某 些 有 趣 的 解 ( 稳 容 解 ) 中 将 
仅 含 有 频率 为 w ATE REZ Tustin 在 一 项 操作 人 员 的 实验 中 使 
用 了 一 个 舍 三 种 不 同 频率 的 正 落 波 的 输入 ;结果 ,得 到 一 个 频率 不 
同 于 三 种 输 人 频率 的 输出 (参见 [8j), 这 个 结果 意味 着 操作 人 员 是 
非 线性 的 .不 过 Tustin 也 认为 对 于 许多 作业 来 说 ,操作 人 员 是 接 
近 线 性 的 ,而 县 有 一 个 近似 的 线性 模型 可 以 说 明 操 作 人 员 的 输出 
的 主要 性 质 ,由 此 ,在 建立 操作 人 员 模 型 的 过 程 中 ， 人 和 们 经 常 采用 
线性 分 析 的 频 域 技术 。 

在 下 一 节 中 ,我 们 将 讨论 与 频 域 模型 有 关 的 基本 确定 论 技术 。 
要 对 与 操作 人 员 模 型 有 关 的 技术 作 一 个 全 面 的 讨论 ,还 需要 一 定 
的 随机 过 程 理论 .确实 ,输入 函数 族 经 常 是 随机 的 ,通常 是 具有 随 
机 的 振幅 和 相位 的 正弦 函数 之 和 ;典型 地 ,在 区 间 [0,3HW 2 上 通常 
要 用 到 几 种 或 更 多 逢 频率 ,所 以 说 ,频率 的 出 现 是 随机 性 的 .不 过 ， 
即 合 在 这 样 的 情况 下 ,最 后 的 模型 通常 还 是 一 个 确定 论 的 模型 ,下 
一 节 介 绍 的 数学 知识 将 便 我 们 对 数学 与 模型 之 问 的 相互 作用 有 一 
个 较 好 的 理解 .随机 过 程 技 术 主 要 用 于 生成 实验 数据 以 及 解释 模 
型 的 线性 逼近 等 方面 。 
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3. 频率 响应 模型 的 性 质 和 技术 


本 节 我 们 要 描述 一 个 简单 的 实验 并 用 它 说 明 具 有 频率 响应 的 
数学 模型 .对 于 了 解 一 点 工程 或 物理 背景 的 学 生 , 显 然 , 运动 的 控 
制 方程 是 由 牛顿 定律 给 出 的 .不 过 ,对 于 不 了 解 这 些 背景 的 学 生 ， 
这 个 实验 说 明了 一 种 "发 现 ”, 这 些 规律 (或 模型 ) 的 方法 以 及 频率 
响应 技术 所 蕴含 的 数学 思想 。 


3.1 实验 的 描述 


下 面 的 简单 实验 将 把 与 应 用 频率 响应 标示 图 的 有 关 思 想 和 数 
学 技术 引信 线性 或 近似 线性 动态 系统 的 建 模 中 。 . 

实验 ”把 橡皮 盘 扎 起 来 ,直到 近似 2ft 的 长 度 , 并 在 一 端 系 上 
一 重 物 ,如 螺栓 。 我 们 的 月 的 是 要 建立 该 系统 的 模型 ,从 而 预测 手 
在 a 点 处 随时 间 变 化 的 运动 ( 即 输 入 ) 所 引起 的 重 物 运 动 ( 即 输出 ) 
“ 见 图 9. 4 利 9. 5) 。 


a A 输入 
HEH | 手 运 动 ? Eynez 
uiz) REH yS 
am 重 物 系统 


fag. 4 实验 装置 图 3.5 建立 问题 模 理 的 输 和 一 摘出 特征 
3.2 ”基于 线性 微分 方程 的 模型 
常 系数 线性 微分 方程 模型 是 一 种 能 对 所 讨论 的 系统 提供 有 用 
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的 近似 描述 的 数学 模型 .选择 这 种 模型 是 基于 下 面 的 理由 。 
PRE EATER 


d'y 
dë” + aes § deo 


因 堪 边 的 系数 与 + 无关, 故我 们 称 这 种 方程 是 时 不 变 的 ,函数 HY] 
做 强迫 沙 数 或 输入 函数 .一 个 标准 的 问题 就 是 ,对 于 不 同 的 输入 孙 
数 ,观察 系统 的 行为 .我们 主要 关心 形 如 ult) = sin (we) (或 这 种 函 
数 的 线性 组 合 ) 的 输入 画 数 。. 效 字 o 叫做 输 人 的 频率 .如 果 w 较 
小 ， 那么 为 低频 输入 (例如 1 周 /s 一 2rrad/s 一 1Hz) ; WR w 较 大 ， 则 
输入 为 高 频 输入 。 

我 们 假定 读者 对 常 系数 线性 微分 方程 理论 以 及 解 这 样 的 方程 
所 用 的 Laplace 变换 方法 有 一 个 基本 的 感性 了 解 . 往 大 多 数 关 于 
初级 微分 方程 的 课本 中 都 让 这 方面 的 内 容 , 如 [20] 一 [23]。 

Hy) WEE» (0) = (OQ) Sy"? (0) 二 0 是 (1) 的 解 , 取 
《1) 的 Laplace 变换 ,得 变换 方程 . 

a Vs = W ey, 

其 中 WY AW 分 别 是 > 和 zx 的 Laplace BH. UHR s KA + 
4,15" 十 下 十 qs 十 ao 二 9 的 根 ; 刚 


之 十 。 a Z + ayy = ule). (1) 


Ws) 


V6) = s" + + ays + a,’ (2) 
Vis) = WEY Cs), 
和 ` 
Ys) = Gs" + e + ays + aa 《2a) 


AA Y 叫做 方程 (或 用 该 方程 建 模 的 物理 系统 } 的 传递 西数 .方程 
《2a) 说 明 y 的 Laplace 变换 可 由 x 的 Lapiace 变换 与 传递 函数 的 眉 
积 求 得 ,通过 观察 ,读者 会 注意 到 ,由 (1) 可 以 确定 出 传递 沙 数 ; 反 
过 来 Q1) 中 的 系数 也 可 由 传递 函数 确定 .现在 我 们 考虑 线性 时 不 变 


微分 方程 的 一 些 非常 重要 的 性 质 。 
定义 ”如 果 微 分 方程 


的 所 有 解 y 具有 性 质 limy(z) 一 0”, 则 称 该 方程 是 稳定 的 。 
定义 ”如 果 对 应 于 (1) 的 章 次 方程 是 稳定 的 , 则 称 (1) 是 稳定 
的 。 
在 下 面 的 有 关 地 方 ,j 表示 一 1. 这 个 记号 在 工程 文献 中 是 
很 常用 的 。 
定理 1 考虑 一 个 带 实 系 才 oe van Fo u(t) exp (joe) ih fl 
有 形式 (1) 的 方程 。 
ad HAH 特征 方程 Stays" +e bays tag 089 AT 
MAA 都 具有 负 的 实 部 时 ,方程 (1) 是 稳定 的 。 
b》 WRYD ARAO jo 处 有 定义 , 那 妈 (1) 的 通 解 
可 写成 yy 二 yr 十 yw， 其 中 yr 是 齐 次 方程 的 通 解 ,3 是 由 
Ya C) = Y Cow)exp (jar) (3) 
定义 的 (1) 的 稳 态 解 。 如 果 所 有 都 可 区 别 , 则 yr = 
Da exP (Az), | 
=] 
O eR) RAR MS limy O0 y, MET ya Ñ 
# yr my ey, 的 暂 坊 部 分 。 
关于 这 个 结果 的 证 明 在 教 课 书 L21j 中 很 容易 得 到 ,也 可 以 把 
这 个 证 明 ( 或 证 明 的 某 些 部 分 ) 作 为 课外 练习 。 
这 个 定理 的 D) 部 分 说 明了 线性 时 不 变动 态 系 统 与 正弦 输 人 
问 的 内 在 联系 :模拟 这 样 一 个 系统 的 方程 稳 态 解 是 传递 果 数 在 jw 
处 的 值 与 输入 的 简单 乘积 .在 大 多 数 输入 一 输出 分 析 中 , 稳 态 解 具 


* 有 些 学 者 称 该 方程 是 新 近 稳 定 的 如 果 对 每 一 个 解 ys lim y= 
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有 首要 意义 ,因为 , 当 系 统 稳定 时 暂 态 解 就 消失 了 。 

方程 (3) 的 重要 性 表现 在 , 它 指出 了 发 展 识别 线性 时 不 变 系 统 
动态 特性 的 实验 技术 的 关键 .考察 图 9. 6 中 的 输入 一 输出 栓 图 ,我 
们 看 到 ,通过 对 输 人 信和 号 族 的 适当 选取 (这 在 模 氢 问 题 中 总 是 一 个 
关键 性 的 决策 ) , 我们 就 可 以 由 (3) 构 造 出 复 函 数 了 (jw). RG Brae 
问题 就 是 用 曲线 拟 合 或 参数 估计 法 来 确定 变换 梢 数 了 Cs) ,从 而 确 
定 未 知 系统 的 动态 特性 。 


BA Ai ERRARE) 
et | 未 知 系统 pare) 
yt pod 
BA 9. 8 未 知 系统 的 频率 响应 识别 
3.3 MRE E 


用 频率 响应 方法 对 未 知 系统 进行 建 模 的 实验 通常 归结 为 频率 
响应 图 . 它 是 复 函 数 了 (jw) 的 振幅 和 幅 角 (5 相 位) 关于 频率 呈 的 图 
像 。 更 准确 地 讲 , 如 果 M (od = Y Ga) | RN C) = arg CY Go) CM 
T Y Gow) =M (we) ,那么 ,振幅 图 就 是 MOKF o 的 图 像 . 工 
程 中 常用 对 数 刻 度 logioM (w) Xt logiom (ERROR As UA RE eR A 
位 角 对 iogroow 作 相 位 图 。 用 logww 蔡 代 是 因为 这 样 可 以 包括 更 
大 范围 的 数值 ,而 用 logioM (ww) 是 因为 它 可 以 使 图 像 处 理 更 容易 
E PR FEA AS PS Ra A ERZAN . PO. 7 和 9. 8 给 出 了 一 个 典型 
BY — By} EE BR BR 


Ys) = —.0 Zac] (4) 


Pass 
的 振幅 图 和 相位 图 。 (在 [9,ch. 15] 中 可 以 看 到 更 多 的 例子 ,) 陈 述 
了 下 面 的 定理 1(b) 的 推论 之 后 ， ,我 们 将 着 手 橡 皮 季 一 重 物 的 建 模 
问题 。 


图 9.7 二 阶 系统 的 振幅 图 (方程 (4) ,a=0, 25, 注意 log 坐标 .) 


BA ye 0) BED 


el rad/ 5) 


图 9.8 二 阶 系 统 的 相位 图 (方程 (4),e 一 0. 25) 

推论 考虑 具有 形式 (1) 的 一 个 方程 , 它 具 有 实 系 数 , ul) 
= sin (wt), M] ya (z) = M Cw) sin Cae + N Cw), BP Y Cj) 
=M (wei, i 

证 有 明 oy? taniy P+ aysint A yO E 

y ba, yO to + ay = e 
的 稳 态 解 Ce) ABBE. TE 
PaO = Yane = M (adele 


= M Cary eit Mens 
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= M Cwl eosl + N(w)) + jsinCat + Nitw)], 


Yalt) = MCadsinCet + Nw). 
这 个 推论 的 意义 是 ,如 果 系 统 的 输 人 信号 是 sn Cor) ,那么 输 
出 就 具有 频率 人 振 辐 大 (tw) 以 及 相称 NN(w) 的 正弦 信号 。 


3. 4 ”线性 性 与 时 不 变性 


3. 2 节 和 3. 3 节 中 提 到 的 数学 结果 仅 适 合 于 线性 时 不 变 微分 方 
程 .因为 这 些 结果 直接 导致 了 由 输 人 和 输出 数据 来 确定 这 样 一 个 
未 知 系统 的 动态 模型 的 过 程 ,所 以 , 它 将 便于 检查 在 一 定 的 运行 范 
围 内 ,这 些 条 件 ( 线 性 性 和 时 不 变性 ) 是 否 满足 或 近似 地 满足 。 

在 许多 情况 下 ,通过 对 系统 及 其 运行 环境 的 考虑 ,可 预先 解决 
时 不 变性 问题 .例如 ,在 橡皮 筋 一 重 物 实 验 中 ,系统 参数 (如 重量 、 
橡皮 筋 的 弹性 ) 都 不 随时 间 而 变 , 不 过 ,环境 参数 (如 风 ) 会 随时 间 
而 变 , 自然 ,人们 都 希望 在 一 个 始终 不 变 的 环境 中 进行 这 项 实验 ， 
这 样 就 可 以 排除 出 现时 变动 态 的 可 能 。 

线性 性 问题 就 比较 困难 了 。 很 少 有 一 个 物理 系统 在 一 个 次 范 
围 内 的 运行 是 绝对 线性 的 .但 是 ,如 果 在 感 兴趣 的 运行 条 件 下 , 系 
统 是 接近 线性 的 ( 即 系统 不 需要 对 所 有 参 教 值 都 接近 线性 ) ,那么 ， 
利用 线性 模型 就 可 获得 理想 的 结论 。 由 (1 描述 的 系统 只 有 如 下 性 
质 : 对 于 每 一 对 和 输 人 一 和 

(机 十 由 是 一 个 合理 的 输入 。 而 且 对 应 于 这 个 输入 的 输出 

ote 
GD 对 任意 常数 BA am 是 合理 的 ,而 且 对 应 的 输出 为 
ayi 

为 了 检验 一 个 系统 是 否 可 以 用 (1) 来 描述 ,可 利用 各 种 输入 及 其 输 
入 之 和 ,并 观察 它们 的 输出 .如果 在 输入 的 某 个 频率 范围 内 心 或 
(让) 成立, 那么 ,作为 运行 前 提 可 认为 系统 能 如 此 描述 ,定理 1 的 推 
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论 提 供 了 另 一 种 检验 .如 果 正 弦 输 入 有 具有 频率 ,那么 ,输出 也 必 
具有 频率 ”, 尽 管 一 般 地 会 出 现 一 个 相 移 。 


3.5 实验 程序 


我 们 对 3. 3 节 的 推论 作 了 系统 的 阐述 ,这 样 ,由 此 推导 出 的 数 
学 结论 就 可 直接 运用 于 特别 方便 的 实验 输入 sin (oe). 为 了 进行 实 
验 , 将 橡皮 筋 的 一 端 系 在 你 的 手指 上 ,让 一 位 助手 记录 考察 结果 。 

l. 非常 缓慢 地 上 下 移动 你 的 手 , 设 想 你 的 手 描绘 的 是 一 个 
关于 很 低 的 不 变频 率 的 正弦 函数 ,例如 频率 是 4 或 5 秒 钟 一 个 周期 。 
振荡 的 振幅 大 致 地 应 为 3~5ft. 而 且 尽 可 能 地 保持 不 变 。 结 果 应 是 
重 物 的 移动 与 你 的 手 同步 ; 即 振幅 相同 ,相位 的 改变 几乎 察 党 不 
出 。 把 这 些 值 描绘 到 频率 响应 图 上 , 即 振幅 系数 会 M 1, TE 
AN Cw) 0° CHL w SEB ly) ,描绘 出 的 点 应 粗略 地 对 应 于 图 9. 9 
和 9. 10 上 的 点 中 。 : 

2. 逐渐 增加 手 的 运动 频率 ,但 保持 振幅 差不多 不 变 。 你 将 开 
始 感 到 重 物 与 手 的 相对 运动 已 发 生变 化 粗略 地 估计 这 个 运动 的 
频率 以 及 结果 的 振幅 比 和 相位 滞后 。( 重 物 的 振幅 应 比 手 的 振 辆 
大 , 重 物 应 滞后 于 手 的 运动 。) 将 这 些 点 描绘 在 频率 响应 图 上 ;它们 
应 粗略 地 对 应 于 图 9. 9 和 9. 10 LATED. 


NCwit 输 出 的 相 返 沛 度 )】 


2 G0 106 
9 1 A 4 te 20 80 wt rad/s) 
-30| ® ® 
— 60 i 
一 90 @e 
—120 
一 150 oe 


"so 
图 9.3 JET sines BH ir SAY ena e. La EAA 
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gd Ce) OR oH oR? 
: . ® 
ay ae 
H @ os. 
一 者 -一 上 一 上 $e tt rad/s} 

0841 2 4 6 810 25 60 100 
0.6 5 
0.4 


8 


图 9.10 EAA A Te a fe 


3 以 离散 的 步 幅 继续 增加 运动 频率 ( 手 的 振幅 不 变 ) ,并 在 
重 物 的 最 大 振幅 处 粗略 地 估计 其 频率 .振幅 比 以 及 相位 滞后 。 重 物 
在 这 点 钼 的 运动 可 能 有 点 杂乱 (这 表明 系统 的 共振 域 , 即 输入 频率 
与 系统 的 自然 频率 相近 ) .将 这 些 点 描绘 在 频率 响应 图 上 ;它们 应 
粗略 地 对 应 于 图 9.9 和 9. 10 上 的 点 仿 . 如 果实 验 做 得 行 细 , 机 移 几 
平 恰好 是 一 90". 

4. 继续 上 述 实验 并 描绘 出 对 应 于 更 高 频率 的 点 ,我 们 可 以 
清楚 地 看 到 振荡 的 振幅 减 小 .不 过 (用 眼 很 难看 出 相位 沾 后 是 增 
大 的 (由 于 重 物 作 低 幅 振 荡 ),。 当 % 增 灰 时 ,相称 将 近似 于 一 180* 
《图 9. 9 和 9. 10 EHAO E.G). 

现在 ,频率 响 庶 图 已 作成 ,可 以 构造 数学 模型 了 .下 面 的 定理 
在 这 部 分 内 容 中 特别 有 用 。 

定理 2 假设 (1) 是 稳定 的 且 Y Eig. N 

a) lim Mw) = lim |Y Go) |= 0. 

b) lim N (a) = hm (arg ”YE 一 一 nv/2 irad} 

其 中 也 是 人 1) 的 阶 数 。 
WEAR ”因为 
Inmar'Y Ga) = j, 
从 而 
IY Cie) | HEF |w "|， 
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由 此 可 得 出 结论 a) wR. AL 
arg(Y (jw) )argQ") = anl wx/2), 
于 是 得 结论 b). 
” ”和 如果 高 频数 据 非 常 精确 (可 忆 一 下 我 们 在 测量 高 频 相位 角 中 
的 困难 ) ,那么 ,在 用 微分 方程 模拟 我 们 的 动态 系统 时 ， 这 个 定理 就 
为 我 们 提供 了 估计 方程 阶 数 的 数学 基础 。 

在 我 们 的 例子 中 ;我 们 是 通过 确定 图 9. 16 中 的 相位 角 的 渐 近 
值 来 估计 方程 的 阶 数 的 ,这 个 值 是 一 + 二 2( 一 /2), 它 意 昧 着 可 以 
用 一 个 二 阶 微分 方程 近似 地 模拟 这 个 动态 系统 。 

注意 :可 以 证 明 ( 作 为 一 个 练习 ) 当 w>0 时 ,振幅 图 的 斜率 亦 
可 给 出 微分 方程 的 阶 

lim diogu YGa 
wees d Clog, 9) 

现在 我 们 已 经 知道 ,一 个 二 阶 微分 方程 为 系统 提供 了 一 个 近 
似 模 型 ,我 们 可 用 一 条 关于 振幅 图 的 最 小 平方 曲线 氢 合 和 一 个 参 
数 优 化 程序 来 完成 这 个 模型 . 即 我 们 已 推断 出 方程 


dê d 
Te + ay EA + aqy =k 
是 系统 的 数学 模型 的 理想 候选 者 ;而 我 们 只 须 确定 参数 值 soyal， 
用 它们 给 出 关于 图 9. 9 中 数据 的 理想 的 曲线 拟 合 。 
注意 :Bode 证 明了 ( 兄 L10],[12]) ,对 于 具有 形式 (1 的 稳定 
的 微分 方程 ,相位 图 上 由 振幅 图 唯一 地 决定 .这 样 ,最 小 平方 曲线 拟 
合 只 须 在 振幅 图 上 进行 。 i 
3.6 aa DAE REA S RRR MY 
我 们 知道 ,就 这 个 问题 而 言 ,传递 函数 具有 形式 
Yu) = 


5 十 es 十 an 


160 


其 中 ao 和 ma 为 常数 ,而 且 我 们 拥有 m TRAER At) 的 实验 
测量 结果 ,其 中 M 为 观测 到 的 关于 输入 w 的 振幅 .现在 的 问题 是 
怎样 确定 常数 se 和 a BATRA RE BM Ca) = |Y Ge) | 以 
尽 可 能 好 的 方式 拟 合 观测 到 的 数据 ,至 于 怎样 才 算 “最 好 ”, 还 有 待 
于 定义 。 

对 每 一 个 上 我 们 有 一 个 观测 值 M/ 和 理论 值 |Y (jo)1, 其 关 
1Y Cio) 一 Mi| 就 是 第 i 次 测量 的 “ 误 善 *.。 我 们 希望 以 误差 的 平方 
和 最 小 这 样 的 方式 来 选择 we 和 a1. 即 要 使 函数 


Flagra) = X QY Gwira) | — Md? 
i=1 


最 小 .从 许 多 方面 可 以 证 实 ,选取 最 小 平方 误差 作为 对 拟 合 质量 的 
度量 是 常用 的 方法 .当然 ,也 可 以 在 不 同 的 度量 中 任意 挑选 一 种 。 

如 果 有 人 怀疑 高 频数 据 不 如 其 余数 据 可 信 , 他 就 会 希望 降低 
OP RHE AY BSE HE» M A A 


F (ay 1a) = DWY Gersan) -My 


PRZEW Wono W, 为 常 值 权 系 数 . 权 的 选取 将 依赖 于 
特定 的 数据 与 实验 程序 。 
对 给 定 的 (5), 有 许多 现成 的 计算 机 子 程序 可 用 来 确定 a Al 
as 例如 IBM 科学 子 程序 手册 ([i3]) 中 的 FMCG, FMEP, 2 
NEWT. 或 者 根据 梯度 法 或 牛顿 法 构造 一 个 算法 地 不 困难 。 
梯度 法 一 开始 就 猜测 
[ 
ay 
= (ae tty + ony 


J a 
| ,| [e | 
= 一 wy 
(fad) (3 ` 
ay ay af Ww 
da at 


根据 公式 


„a t) 


161 


构造 一 个 序列 、 


每 一 步 都 选择 一 个 正 数 4, 从 而 使 了 在 第 / 步 能 有 最 大 的 减少 。 
(确定 a; 的 方法 和 算法 的 理论 详 见 [14],[15].) 
牛顿 法 是 基于 下 面 的 选 代 
af 


a Ui 
(ao ”ea Y 
[ [ ] D L day Q sity 
= 一 pi 
a th a, af 


(ay 5a, oo 


day 
其 中 
Ef Ff 
— ay, ay wy Jada, (a, ， a") 


Ff ; ee) ta? FF iy “ry 
da, Hay Ca, säl ) aa? (ay sl ) 


在 每 一 种 情况 干 ,如果 选 代 良好 ,序列 


[| 
a,” 
[e | ,| 
a‘ +} 


EEE S Caoa) eh BP KAP AME 

D WRAP RRA RG A A AE, BB Pe BRT 
BEAR ARO. WRT ABR MNE OER. 

2) ZEAABRE AY » BEDE EAB ee) RK f(a a) ARTUR 
速度 可 能 慢 得 让 人 不 能 容忍 。 

现成 算法 FMCG 和 FMFP 分 别 利用 了 共 辆 梯度 法 和 
Davidom-Fletcher-Powelt 公 式 ,这 些 算 法 克服 了 经 典 的 梯度 法 和 和 个 


将 收敛 于 值 
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MENS ARS ARRERA EA AREER E 
[14] 和 [5 


3.7 模型 的 检验 


假设 参数 46 和 a 的 最 优 值 ,ai 已 确定 。 我 们 要 问 

CL) 关于 系统 是 近似 线性 的 原始 假设 是 合适 的 吗 ? 如 何 检验 ? 

(2) a; 的 物理 意义 是 什么 ?如 何 检 验 推测 出 的 意义 ? 

(3) 和 的 物理 意义 是 什么 ?如 何 检验 推测 出 的 意 尽 ? 

在 检验 模型 时 ,人 和 们 本 以 希望 只 展开 那些 必要 的 委任, 在 这 种 
意义 下 ,每 个 模型 都 是 试验 性 的 .例如 ,我 们 考 虚 一 下 人 和 们 将 如 何 
回答 上 面 的 第 一 个 问题 ,如 果 系 统 确实 是 线性 的 ,那么 ;对 于 任意 
两 个 输入 的 和 ww 二 wz ,其 输出 必定 与 独立 的 输入 tw 及 的 输出 之 
和 相同, 旦 输入 aunta= 常 数 ) 的 输出 必 等 于 输入 BO FEL e 
因为 只 可 能 检查 有 限 个 输入 ,所 以 ,对 于 这 种 方法 检验 模型 的 有 效 
性 我 们 仅仅 积累 了 必要 的 条 件 ,在 实 幅 中 ,人 们 利用 这 种 检验 来 拱 
述 线 性 作业 的 范围 (例如 ,我 们 的 系统 并 不 真正 是 线性 的 ,但 在 某 
个 频率 范 辕 内 它 非 常 接近 线性 )。 

最 后 ,我 们 来 谈 谈 本 节 一 开始 提出 的 第 二 个 和 第 三 个 问题 , 即 
4o.91 的 物理 特征 ,在 我 们 的 系统 中 只 含有 两 个 不 同 的 元 素 : 橡 皮 
筋 和 重 物 。 于 是 sa 的 物理 特征 主要 由 这 两 个 元 素 担 供 -另外 , 必 
须 考 虑 实验 环境 ,因为 它 在 某 种 程度 上 会 形 响 so, 的 值 .例如 : 假 
设 在 水 中 进行 同样 的 实验 ,那么 这 种 实验 环境 就 不 能 使 我 们 确定 
一 个 准确 的 模型 .这 一 点 在 生物 系统 的 模型 中 特别 重要 ,因为 ,在 
一 种 合理 的 实验 环境 中 ,被 模拟 的 器 官 不 能 被 隔离 起 来 。 

空气 将 影响 44,9 的 值 ,但 如 果 重 物 是 够 草 , 则 影响 订 减 至 很 
小 ,假定 zo:o1 主 要 由 橡皮 筋 和 重 物 所 类 定 , 现 在 .我 们 来 确定 他 们 
是 怎 桩 家 关联 的 .我 们 的 最 初 想法 是 ,每 一 个 参数 可 能 仅 爱 一 个 分 
量 的 影响 ,例如 ao 仅 受 重 物 的 影响 ,at 色 受 和 橡皮 筋 的 弹性 影响 。 为 
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了 检验 这 些 设想 , 学生. 可 分 别 变 
化 重 物 和 橡皮 筋 的 弹性 并 对 参数 
ma ER BETH. RPE 这 
个 系统 基本 上 是 一 个 弹簧 一 质量 


k 


-HERRA WME. 11 所 示 ( 被 5 mn 
理想 化 了 ) ,这 种 系统 的 通常 模型 ” 
(CETHE. C.p 2D. 图 9%1 系统 的 弹簧 一 质量 一 阴 
生 方 程 尼 器 示意 图 

my + cy + ky = 0, (6) 
或 | 

5+ y+ =o, (7) 


其 中 产 是 重 物 的 质量 ,e 是 橡皮 筋 的 线性 阻尼 参数 ,是 橡皮 筋 的 
线性 弹性 常数 ,于 是 m 主要 与 重 物 有 关 ,c 和 上 与 橡皮 筋 有 关 。 参 
数 sa 与 系统 参数 间 的 关系 为 


k 
二 (8) 


这 样 ,如 果 用 各 种 重量 的 物体 和 不 同 粗细 的 橡皮 第 进行 足够 
多 次 的 实验 ,那么 ,数据 将 会 (粗略 地 ) 表 明 这 些 关系 。 


4. 设计 :操作 人 员 实 验 数 据 


在 这 一 节 , 我 们 将 从 实际 实验 中 提取 数据 进行 分 析 和 冰 述 .站 
提供 数据 前 ,需要 涉及 所 有 操作 员 都 显现 的 进一步 的 数学 性 质 , 即 
非 线性 性 .这 种 非 线性 就 叫做 固有 时 延 或 传递 时 兆 , 这 是 由 于 操作 
人 员 对 刺激 不 能 迅速 作出 反映 的 结果 对 于 简单 的 补偿 作业 ,这 
个 延迟 时 间 大 概 是 0. 2~ 0. 4 尽管 如 此 ,由 于 下 面 的 事实 ,我 们 
的 问题 很 容易 合并 到 线性 频 域 分 析 中 。 


164 


定理 3 (Ri T ss. 的 Laplace KW 存在 , 且 定义 ? 

为 
ü, EST, 
ult 一 Tt 
A) Ly Jif] Laplace 8 #5 W AX 
Ely] = eW i) apis > 5. 

这 是 与 Laplace 变换 机 联系 的 一 个 事实 。 它 意味 着 如 果 > 被 
视 作 输出 以 及 被 视 作 输入 ,那么 > 严格 地 跟随 着 # O EE r 
个 时 间 间 位 ,如 果 在 反馈 控制 回路 (如 同 图 9. 1 那样 ) 中 揪 人 一 个 这 
种 类 型 的 非 线 性 元 件 ,那么 ,在 运用 频 域 技术 时 就 没有 什么 困难 
T-X: RERAN Y 具有 形式 Yls) =e" BA 

[\¥¢jo)| = 1, H arg¥Cjw) =— Tw, 

BHRAT AR 52 Y Cs) HE OT AEE AR) ro 

实验 数据 在 最 早 的 一 种 综合 性 操作 人 员 模 型 的 设计 中 ， 
Elkind( 见 [16]) 曾 得 出 了 这 些 数 据 ,这 项 实验 的 装置 如 图 3. 12 所 
示 。 这 个 装置 与 图 9. 1 的 不 同 之 处 就 在 于 , 它 在 回路 中 没有 车 辆 动 
态 特 性 (或 飞机 动态 特性 ,在 [C2],531,[8j4,L17j 及 L18J 中 提出 了 
车 辆 动态 特性 实验 .这 部 分 实验 主要 关心 确定 操作 人 员 传 递 哨 数 
的 模型 , 其 输入 有 具有 各 种 频带 宽度 , 即 分 重 的 频率 范围 。 由 实验 产 
生 的 幅度 和 相位 频率 响应 图 如 图 9, 13 所 示 。 


ye) = 


ace) 
wif) + efi} rn yin) 
fx) ` 


图 9, 12 


每 个 图 上 的 四 条 曲线 都 对 应 着 四 个 具有 不 同 频带 宽度 的 输 
入 ,其 中 RR. 16 和 RR, 64 分 别 代 表 最 小 和 最 大 频带 宽度 。 标 号 为 R, 64 
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byt | (dB? 


dbs. 


cisa EE 


arg yi CHE} 


PAH (c/s) 


C 图 9.13 Ba SCR AN py 
A AF A BO SB ek. ROR. 16 等 是 指 输 人 
PSC BS He Ty FE aE HG a EY BE ER. 16 情 况 是 16c/s. 有 关 定 


义 和 详 细 内 容 见 [17aj. ) 忽 略 显示 器 的 动态 ,这 样 该 图 就 代表 了 操 
TEA B MEIRA. 


关于 讨论 和 分 析 的 几 个 问题 

1， 讨论 操作 人 员 的 反应 与 输入 频带 宽度 间 的 关系 (粗略 的 
答案 : 当 频 带宽 度 增加 时 ,响应 的 幅度 就 减少 县 相位 灌 后 也 减 小 。 
于 是 ,如 果 输 人 只 有 较 高 的 频率 分 量 , 操作 人 员 就 作 较 小 的 运动 ， 
这 在 相位 园 步 中 可 能 有 用 .) 

2. 图 9. 13 中 数据 的 合理 忧 递 画 数 是 御 么 ?Elkind 提出 
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Ke7” 


对 幅度 和 相位 进行 曲线 拟 合 的 数值 结果 如 下 C 见 [17bj). 
输入 tís} TS) | Kd) 
R. 16 0. 64 4,55 34.5 
R. 24 0, 264 SB 31.5 
R. 40 0.214 1.27 22,5 ” 
R. 64 0. 183 0 58 15.0 


如 果 可 以 用 计算 机 程序 ,那么 参数 优化 方案 可 用 于 参数 的 求 
和 解 ; 另 外 ,对 r, 了 ,和 作为 输入 频带 宽度 之 函数 的 趋势 也 可 作 粗 
AE . 

这 些 参 数值 意味 着 操作 人 员 的 "增益 ”CK) 随 频带 宽度 的 增加 
而 减少 ,这 与 直观 结果 是 一 致 的 (Ts 十 1)-! 项 叫做 “一 阶 延迟 ”, 因 
为 它 引 起 相位 延迟 的 一 个 增 却 , 且 已 被 妇 答 于 神经 与 肌肉 的 一 种 
延迟 , 它 与 知觉 输送 延迟 + 相反 ,注意 ; 当 输 入 频带 宽度 增加 时 ,了 
趋 于 0, 这 意味 着 当 增 加 频带 宽度 时 ,操作 人 员 的 行为 就 趋向 于 更 
像 一 个 单纯 增益 和 单纯 传递 延迟 。 

在 [17] 中 人 们 注意 到 ,如 果 把 (6) 的 模型 插入 到 一 个 反锁 控 
制 回路 中 ,结果 得 到 的 反馈 系统 在 高 频 处 是 不 稳定 的 .这 样 人 们 就 
提出 下 面 的 模型 来 表示 一 个 稳定 的 反馈 系统 : 

Ken"! 


YP. = CFSE Ps FD (10) 
Fk PS BP A CLL 7a 1.1 7bD 
输入 cs) Fels) Ts) K tab) 
R. 16 0.110 4.55 0.531 34.3 
R. 24 0.104 3.18 0,48) 315 
R. 40 0. 138 1.27 0. 081 22.5 
R. 64 0, 130 O58 0. 033 15,0 


这 些 值 被 认为 是 合理 的 。 典 型 地 ,0. 1, 20.2 ERI BE 


leet ee ÝR i 
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RT EFRA SMAR: M Yo 是 一 个 依赖 于 被 控制 者 和 输 
人 频带 宽度 的 延迟 .[17] 和 [18] 给 出 了 进一步 的 讨论 。 


5 更 深 一 步 的 论题 


第 4 节 中 数据 的 产生 涉及 了 随机 输入 及 其 相关 的 方法 .对 于 作 
为 结果 而 产生 的 操作 人 员 模 型 ,我 们 可 以 更 精确 地 称 之 为 “描述 函 
数 的 随机 输入 法 ”, 有 关 的 理论 见 L191. 不 过 ,在 控制 系统 的 分 本 与 
模型 的 阐述 中 ,人 们 将 它们 视 为 传递 函数 来 处 理 。 如 有 果 希 望 对 数据 
产生 过 程 有 比较 透彻 的 了 解 ,那么 ,具备 随机 过 程 知 识 的 学 生 可 参 
看 [191 中 的 介绍 。 . 

这 一 领域 的 最 新 研究 ,包括 多 作业 模型 的 发 展 . 最 优化 的 应用 
以 及 对 模型 发 展 的 状态 估计 (这 里 急 定 抬 作 人 员 是 在 固有 约束 条 
件 下 的 一 个 最 优 信息 处 理 机 的 控制 者 ), 最 新 结果 通常 发 表 在 人 工 
控制 年 会 上 :并 由 NASA, 美 国 空军 或 一 个 主办 大 学 出 版 一 份 会 
We MBB NASA,SP-144,NASA SP-214), 
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教师 参考 


目的 ”从 科学 的 观点 来 看 ,本 章 涉及 到 某 些 问 题 的 请 述 ,这 些 
问题 产生 于 一 些 作业 的 受 试 者 的 行为 模型 的 开发 中 , 如 看 驶 问题 。 
特别 地 , 它 说 明了 频率 响应 技术 在 数学 模型 中 的 应 用 ,虽然 本 章 是 
打算 作为 建 模 中 的 一 个 案例 来 研究 的 ,但 是 第 3 节 相 本 此 是 独立 的 
并 且 在 普通 微分 方程 课程 中 也 可 以 使 用 .下 面 是 各 节 的 概要 。 

第 1 节 : 描 述 了 被 模拟 者 的 行为 基本 类 型 ,并 且 注 意 到 这 些 模 
型 以 前 的 应 用 .这 一 节 主 要 是 氢 述 性 的 。 

第 2 节 : 讨 论 了 一 些 从 涉及 受 试 者 的 实验 中 获取 数据 的 问题 ， 
也 讨论 了 基本 的 实验 装置 .还 提出 了 利用 频率 响应 数学 模型 的 动 
机 .同样 ,这 一 节 也 是 般 述 性 的 。 

第 3 节 : 把 一 个 特殊 的 数学 模型 公式 化 ,并 对 它 作 了 分 析 。 定 理 
1( 特 别 是 部 分 c) ,定理 2 及 其 推论 给 出 了 一 些 重 要 结论 ,这 些 结论 
在 数学 和 直观 方面 对 理解 这 个 模型 都 是 有 帮助 的 .事先 ,教师 花 一 
定 的 时 间 让 学 生 熟 亚 频 率 响应 图 的 基本 方面 是 值得 的 .3. 1 节 的 处 
理 方 式 取决 于 可 用 的 时 间 ; 这 一 节 的 目的 是 阐明 参数 估计 中 最 小 
半 方 的 作用 以 及 函数 极 小 化 技术 ,在 3. 7 节 中 ,考虑 了 关于 验证 模 
型 方面 的 难题 .除了 检验 森 章 在 讨论 模型 时 所 出 现 的 专门 技术 问 
题 外 ,你 还 可 以 提出 关于 数学 模型 对 这 方面 页 献 的 一 般 哲 学 问题 . 

第 4 节 : 这 一 节 包 含 了 来 自 实际 操作 人 员 实 验 的 数据 ,教师 可 
以 用 各 种 方式 使 用 这 些 数据 :如 1) 把 数据 交 给 学 生 ,对 实验 程序 只 
作 说 明 , 然 后 让 他 们 假设 模型 ,估计 模型 参数 ,并 从 直观 角度 提出 
肯定 或 否定 模型 的 论据 ,或 2) 把 两 个 模型 (9) 和 (10) 连同 数据 一 起 
交 给 学 生 , 让 他 们 讨论 当 频 带宽 度 增 加 时 参数 的 趋势 ,并 确定 模型 


170 


中 每 一 个 分 量 的 物理 基础 (这 种 处 理 将 不 需要 任何 数值 方法 ) 。 
第 5 节 : 主要 讨论 了 最 新 研究 领域 ,提供 了 关于 最 新 发 展 的 参 
考 文献 .这样 的 信息 对 于 那些 希望 进一步 从 事 这 个 课题 研究 的 学 
FERRER JIH. 
预备 知识 ” 微 积分 ,微分 方程 ,Laplace 变换 。 
”时 间 整个 内 容 需 4 一 5 次 课 。 
进行 设计 的 学 生 数 量 虽然 这 个 设计 可 由 一 人 独立 进行, 我 
们 还 是 建议 两 个 或 三 个 学 生 一 起 做 。 
子 程序 (最 优化 ) 函数 极 小 化 的 IBM 科学 子 程序 ( 即 FM- 
CG,FMFP,NEWT). 
可 能 的 地 区 性 专家 ”教职员 中 的 工程 师 。 


10 
交通 管 起 色 灯 -中 黄 籽 户 亮 多 长 时 间 ? 


Donald A. Drew** 


1 FAS RA 


让 我 们 来 考虑 这 样 一 个 同 题 :红绿灯 在 亮 红 灯 之 前 黄 灯 应 亮 
多 长 时 间 ? 在 交通 管理 中 ,定期 地 亮 一 外 时 间 黄 灯 是 为 了 让 那些 正 
行驶 在 交叉 路 口上 或 距 交 叉 路 口 太 近 以 致 无 法 停 下 的 车 辆 通过 路 
日 。 这 样 ,红绿灯 应 保持 足够 长 时 间 的 黄 灯 , 便 那些 无 法 停车 的 的 
驶 员 有 机 会 在 黄 和 灯亮 的 时 候 通过 路 口 . 对 于 一 位 驶 近 交 允 路 口 的 
驾驶 员 环 说 ,万 万 不 可 处 于 这 样 的 进退 两 难 的 境地 ;要 安全 停车 ， 
离 路 口 太 近 , 而 要 在 红 灯 亮 之 前 通过 路 口 又 显得 太 过 了 。 

关于 这 个 时 间 的 计算 ,有 一 个 粗糙 的 “经 验方 法 " :对 法 定 追 近 


= 即 通常 所 说 红绿灯 ,在 文章 中 我 们 将 其 简称 为 红绿灯 。 一 -译注 


++ Departnent of Mathemalical Sciences. Rensselaer Polytechnic Jnstitule。 Troy. 
NY 12181. 
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速度 的 每 个 10mi/h 高 1s 黄 灯 。 我 们 来 看 理论 计算 是 否 证 实 这 个 经 
验方 读 。 

ie LM OAR ,在 看 到 黄色 信和 号 后 要 作出 决定 ;是 停 
车 还 是 通过 路 口 。 如 果 他 以 法 定 速度 (或 低 于 法 定 达 上 度 ) 行 怠 , 当 沃 
定 停车 时 ,他 必须 有 足够 的 停车 距离 . 当 决定 通 过 路 口 时 ,他 必须 
有 是 够 的 时 间 使 他 能 够 完全 通过 路 口 ,这 包括 作出 停车 决定 的 时 
间 { 反 应 时 间 ) 以 及 通过 停车 所 需 的 最 短 距 离 的 疡 驶 上 时间, 能 够 很 
快 看 到 黄 籽 的 驾驶 员 可 以 利用 和 刹 车 距离 将 车 停 下 ， 

于 是 , 黄 灯 状 态 应 持续 的 时 间 包 括 驾 虱 员 的 反应 时 间 , 他 通过 
交叉 路 口 的 时 间 以 及 停车 所 需 的 时 间 ( 和 刹车 距离 )。 有 了 这 么 多 的 
时 间 , 驾 驶 员 就 能 够 在 刹车 距离 内 安全 停车 。 

如 果 法 定 速度 为 vs, 交叉 路 口 的 宽度 为 7, 典型 的 车 身长 度 为 
工 ,那么 ;通过 路 口 的 时 间 为 0 十 L) /wo. (注意 车 的 尾部 必须 通过 
路 日 ,这 样 ,路 口 的 实际 长 度 就 是 1 十 L. ) 

现在 ,我 们 来 计算 刊 车 距离 .注意 到 实际 的 翻车 和 停车 过 程 是 
相当 复杂 的 .驾驶 员 首 先 开 加 速 器 ,然后 不 同 程度 地 用 劲 躁 住 条 车 
踏板 (也 许 用 了 气动 刹车 ) 使 车 子 减 速 , 直 到 停止 .这 些 过 程 的 大 部 
”分 是 很 难 用 精确 的 模型 来 描述 的 ,因而 我 们 将 回避 它们 。 


' 
A 
GES - 
fw 
10,1 摩擦 力 


通过 在 刹车 过 程 引 入 一 个 抵抗 摩擦 力 ,我 们 将 假定 简 车 效果 
FY FAR AYE RW 为 汽车 重重 , 为 摩擦 系数 ,根据 定义 .对 
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汽车 的 制 动 力 为 fW ,其 方向 与 运动 方向 相反 ( 见 图 10. 1) 。 汽 车 在 
停车 过 程 中 ,行驶 的 距离 可 通过 解 下 面 的 微分 方程 求 得 ,这 个 方程 
上 反映 的 是 在 常 力 一 A 作用 下 的 直线 运动 : 
Wet fw a) 
H+ g 是 重力 加 速度 。 
赋予 rz 的 正确 条 件 是 1 二 0 时 ,x 二 0 以 及 dzx/dt 二 vo. 于 是 ,刹车 
让 离 就 是 直到 dx/dt=0 时 汽车 驶 过 的 距离 。 


2 K 解 


在 dx/dt(O) =v, HR PA OR. 18 


H 
TF = fgt +v (2) 


因此 , 当 Sn (jg} 时 ,速度 为 零 , 在 x(0)==0 条 件 下 对 (2) 积 
分 ,得 


z= Sia + vot {3) 
1 一 名 时 ,z 的 值 是 
_ 而 
ry) = D, = 2fg (4) 


注意 ,对 必须 用 到 的 单位 要 谨慎 :对 我 们 所 涉及 的 距离 D,, 交 
通 工程 师 是 用 ft 米 度 量 的 ,而 速度 w 则 通常 用 mi/h 来 度量 ,在 作 
任何 计算 之 前 ,读者 应 将 mi 转换 成 ff。 

我 们 将 计算 一 下 黄 灯 状 态 


as Ètitt y 
其 中 了 RSE RAR Ait. FE 
Aste yp EEr.. 


2} g Vo 
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如 果 把 4 关于 mm 的 图 像 描 绘 出 来 , 则 如 图 10. 2 所 示 。 


| 


-一 ee Vi 


10.2 FAS Site BRR 
假设 了 =1s,L=15ft,1= 30h. 另外 ,我 们 将 接受 公路 工程 师 
提出 的 具有 代表 性 的 /一 0.2( 参 看 练习 1) 当 ww 一 30,40 以 及 
50mi 和 Rh 时, 黄 灯 时 间 如 表 1 所 示 。 表 中 同时 也 给 出 了 经 验 法 的 值 。 


Fam 
vimi h) A 经 验 法 
30 E 5 46s 3s 
40 6. 35s ds 
50 7.34s 35 


我 们 注意 到 ,经 验 法 的 结果 一 律 比 我 们 预测 的 黄 灯 状态 短 些 。 
这 使 人 想起 ,许多 交叉 路 口 的 设计 很 可 能 使 车 辆 在 红绿灯 转 为 红 
灯 时 正 处 于 区 叉 路 口上 。 

即使 给 了 充分 的 停车 时 间 , 仍 有 许多 汽车 司机 企图 加 速 想 抢 
在 红 灯 亮 之 前 冲 过 十 宇 路 口 . 这 当中 的 太 多 数 驾 台 员 不 知道 (有 些 
人 世 至 不 予 注意 ) 什 么 时 候 红 绿灯 转 红 , 有 一 种 “倒数 ”型 的 红绿灯 
可 以 部 分 弛 解决 这 个 问题 ,在 黄 灯亮 的 最 后 几 秘 钟 内 , 黄 灯 上 并 示 
出 一 串 倒 着 数 的 数字 ,它们 准确 地 向 驾 怠 员 警 告 红 绿灯 何 时 将 变 
色 . 这 种 系统 儿 年 前 就 在 休斯顿 坛 用 了 .: 它 成 功 地 隆 低 了 事故 发 生 
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率 。 参 看 练习 6. 


练 


6. 


>J 
EETA k TR ee Un FY I E TE E AE a amih. 汽 
EEA ii T 270b. HARAM 
报 设 在 一 个 交叉 路 口 ,所 有 车 辆 都 是 
出 东 融 上 … 个 lfZ100f Ay ba SA 
PALO. 39. 计算 这 种 情况 下 的 章 车 距 
5. 
Rm: EIH AE Mh TE 
AKATERE N. MEE 
HANAK FERLI 
AE 80 Ae A 2 BE LE fT 
TETO. 4. 就 六 的 这 个 值 , 作 -- 张 当 wo 一 30.40 以 及 50miih 时 的 费 籽 上 周期 表 。 
这 些 信 比 起 表 1 中 的 值 来 是 不 很 稳健 的 ,把 较 净 健 的 模型 与 不 太 稳 健 的 模 玉 
作 比 较 , 评 论 停车 信号 灯 的 理想 设计 。 l 
实际 中 ,并 不 是 所 有 司机 都 以 同样 的 速度 voti X pA E e AUE ye p E 
路 口 的 速度 介 于 ww 一 C40/2) 与 wm 十 de/2) 之 问 ,概率 同等 在 这 基础 上 让 算 平 
均 黄 灯 周 期 -提示 : 

A 


图 10. 3 


1_ put? 
= ogc eden. 
WHA? 
对 于 wm 一 40mifh Bp. Ba ae a RE aT A cae TE» EREA F (BL AB 1? 
Rh Sf APE FREE UAT ER l 
你 能 起 出 其 它 的 减少 安 叉 路 口上 上 事 旋 的 方法 吗 ? 


参考 文 mM 


Cl] D.R. Drew, Traffir Eine — Themy and Control. New York: McGraw-Hill. 


1968. 
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教师 参考 


目的 ”应 用 初等 积分 计算 汽车 的 停车 距离 .讨论 停车 距离 与 

黄 灯 周期 的 关系 。 _ 
预备 知识 、 有 关 初 等 力学、 摩擦 力 、 以 及 微 积分 的 知识 。 
时 间 ”这 部 分 内 容 可 用 一 次 课 讲 完 。 


第 11 章 


利用 流量 理论 研究 交通 
管理 色 灯 处 的 车 队长 度 


Donald A. Drew * 


1， 问题 :一 个 简单 模型 


证 我 们 来 考虑 下 面 的 设计 问题 .假设 有 一 条 公路 ,在 正常 通 行 


“mal m iz 


1090 
veah -一 站 -一 -2 一 一 一 
. 20Veh/m 


图 11.1 seu Reais 


+ Department of Mathematical Sciences, Rensselaer Polytechnic Taste, Troy. 
NY 12181. 
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的 情况 下 , 交通 流 .9 为 1 000 辆 /h ,流量 密度 * 为 20 辆 /mi. 在 这 条 

路 上 有 两 个 交叉 路 口 , 相 丁 0. 2mi. BE. BEE PA TRO ER 

设 一 个 红 绿 竺 。 我 们 关心 的 主要 疝 题 是 ,在 下 游 红 绿灯 处 形成 的 车 

队 是 否 会 阻塞 上 游 路 口 5《 参 看 图 11. 1) ,显然 ;如 果 下 游 的 车 队 与 二 

游 路 口 的 通行 冲突 ,那么 就 必须 作 其 它 考 虑 ,或 许 要 在 上 游 路 口 处 
安装 一 个 同步 的 红绿灯 。 

建 模 者 首先 要 做 的 事 就 是 弄 清 这 个 问题 ， 并 有 有 理由 确信 已 
经 有 了 是 够 的 信息 去 求解 .如 果 问 题 的 叙述 不 清楚 ， 或 所 希 的 信息 
明显 缺少 ， 建 模 者 就 应 找 问题 的 提出 者 (多 半 是 公路 工程 师 ) 了 解 
男 外 的 信息 或 弄 清 问 晤 ， 当 带 着 这 个 交通 问题 考虑 我 们 的 设计 时 ， 
我 们 得 到 一 -全 重要 信息 ,交通 灯 在 一 一 个 3min 的 周期 内 要 亮 2min 
绿灯 。( 我 们 已 经 假定 上 游 交 叉 路 口 处 发 生 的 事情 是 无 关 紧要 的 ,) 

现在, 我们 试用 一 个 简化 的 模型 来 回答 这 个 问题 (所谓 简化 
的 模型 ,是 指 模 型 中 忽 品 了 许多 实际 情况 ;同时 希望 得 芭 一 个 定量 
的 估计 ,这 种 估计 对 问题 提出 者 是 很 有 用 的 ; 它 也 将 帮助 我 们 检验 
来 自 更 好 的 模型 的 估计 .) 假 定 以 车 辆 到 达 下 游 交 了 路 口 的 频率 将 
它们 加 到 车 队 中 去 。 因为 车 流量 为 1 000vehyh, 所 以 一 分 钟 内 将 有 


16- veh ERAEN * “如 果 亮 的 是 红 灯 ， 那么 ， 在 这 一 分 钟 内 


这 些 车 辆 就 排 成 队 。 red Cre ee 车 。 ,如 果 知道 排队 模 
型 申 每 一 辆 车 所 吉 的 臣 离 ,就 能 计算 出 车 队 的 长 度 : 我 们 的 问题 提 
出 着 给 了 我 们 一 个 与 此 格 有 不 同 的 数字 , 持 挤 密度 太一 .357 
veh/mi: 上 述 情况 并 不 罕见 ,因为 通常 我 们 需要 的 准确 信息 都 是 从 


O 因为 - 辆 汽车 要 么 在 车 队 内 要 么 不 在 ,现在 ,我 们 应 该 说 明 车 队 补 有 6. veh 汽 
车 意味 车 什么 ,如 果 我 们 米 到 一 个 红绿灯 处 ,记录 下 与 问题 有 关 的 数据 ,我 们 会 发 现 ， 
在 太 次 随机 选取 的 红 绿 寻 属 基 期 间 . 扬 记录 的 车 队长 为 15,17.17,16,18, 以 及 16veh。 这 
此 观察 结 条 的 平均 值 为 16 志 .所 以 我 们 而 测 押 有 16 veh POE AIA EEA E 
长 度 。 、 
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-其它 数据 中 提取 出 来 的 .通常 ,它们 并 不 像 这 个 模型 中 的 数据 那样 
容易 用 于 计算 .例如 ,在 一 个 流体 力学 问题 中 ,我们 可 能 需要 知道 
压力 值 。 而 问题 提出 者 可 能 会 所 一 我们 在 某 本 有 有 关 流量 记录 圾 的 
书 中 会 有 这 些 数据 。 

在 我 们 的 顾 Ae {E 257 veh/mi 转换 成 11257 ~ 0. 00389 
mi/veh ,这样 ， 16— 2 veh Lz ATO. 065mi, EB F 0. 2mi 两 个 


交叉 路 口 的 间距 )， 基于 这 一 事实 ,我 们 告诉 问题 的 提出 者 ,一 个 交 
又 路 口上 的 交通 条 不 可 能 影响 到 另 一 PERE 要 注意 ,我 们 还 
没有 用 刘 车 流 流动 密度 这 一 信息 。 i 

过 些 日 子 ,问题 提出 者 告诉 我 们 交通 灯 已 经 安装 好 了 ,并 且 据 
他 的 观察 当 车 流量 是 1 000veh/h 时 ， 大 多 数 情 况 下 车 队 远 远 长 于 


16 yeh, 他 还 发 现 ， ,车 队 的 长 度 统 赖 于 车 流 密度 ， 当 密 度 达 到 约 


175veh/mi 时 ， 车 队 就 相当 长 了 ， 而 且 确 实 要 与 上 小 交 受 路 口 发 生 
冲突 。 oo. 


2, Der 


在 最 初 的 分 析 中 ,我 们 忽略 了 一 个 事实 ,这 就 是 , 当 有 车 辆 加 
AS BAY. BA BE BBO I BBY. SE RARE TE E HE 
BA RSD P21) AS HEA. HARARE BAS. E BA BB BR m AS 
Jp AK PEE BE Rh YC a es PR EE i BD 2 
流 都 据 得 多 。. 

从 建 模 的 观点 来 看 ， 我 们 作 了 一 个 简化 ， PT REN 
《 即 它 给 出 了 一 个 可 能 使 问题 提出 者 不 从 恢 的 错误 答案 . ) 现 在， 让 
我 们 考虑 一 个 更 详细 的 分 析 ， 这 全 分 析 将 研究 车 队 尾 部 向 上 游 的 
运动 。 . 

RU REWER 移动 的 速度 ， 那么 ,车 队 增 加 的 速度 可 
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以 下 两 种 方法 表示 。 第 一 种 方法 , 连 度 为 0. 为 说 明 这 一 点 ,考察 
在 时 间 上 和 +# 十 守之 间 加 入 到 车 队 中 的 车 辆 数 ( 参 看 图 11. 2)。 车 队 
增加 的 长 度 为 辟 4, 册 车队 增 加 的 车 辆 数 为 kU A 于 是 ,车 辆 增加 
AEE ME Uk. 


车 队 增 加 的 速度 亦 可 表 Dar 


人 “成 一 一 一 一 一 局 sls Goo a 
gt Uk. C1) i+ ar 时 刻 7 At 

为 了 说 明 这 点 ,考虑 在 :和 t FAKE WAE% 

+ At Wt ZILA RIE HB. 


11. 2 ACSIA ERRER 
在 图 11. 3Cb) 中 ,那些 在 ' 


e WY RY Bl tt Ae Wey AAD ALAS t+ A AE A E RE AS F E 
到 了 车 队 中 ,这 个 贡献 为 At. 另外 ,那些 处 于 : j tt At RIE BA 
尾部 位 置 之 别 的 车 辆 也 加 人 了 车 队 。. 这 个 贡献 是 UA. 于 是 总 速 
REA gta. 


ELS Æret ar MEA 


因 两 种 增加 速度 相等 ,得 
六 
U = E-F 2) 
注意, 我们 在 前 面 所 做 的 计算 正 是 利用 了 兵 二 0 时 上 述 各 式 的 结 
果 ) 。 
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FTE BASE — 5 BPC ETAT FB) UA 


. q 
Uisg b (3) 


E £=175veh/mi 的 较 繁 伦 的 运行 情况 下 ， 这 个 长 度 约 为 0. 203mi, 
TE PATHE Ek A SE IEA RIF PER REME 
响 . 因 而 ,必须 提议 在 上 游 处 架设 一 个 与 下 游 局 步 的 红绿灯 ,使 得 
上 游 绿 灯 放 行 的 车 辆 到 达 下 游 的 交叉 路 口 时 正 赶 上 绿灯 亮 ,这 样 
它们 就 可 以 互相 补充 。 

我 们 的 最 终 答案 是 ,两 个 交叉 路 口 将 互相 影响 , 这 或 许 使 问题 
的 提出 者 得 到 满足 ,然而 这 种 分 析 仍 然 是 不 全 面 的 如果 车 队长 
0. 2mi ,那么 车 队 仅 在 红 灯 期 间 增 长 的 假设 就 不 合适 了 .在 红 灶 结 
束 时 ,领头 的 汽车 开始 通过 交 灸 路口 ,片刻 后 第 二 辆 车 子女 着 通 
过 ,如 此 一 辆 辆 地 通过 交叉 路 口 . 问 题 提出 者 告诉 我 们 , 据 观察 ,局 
动 过 程 的 车 流量 g 为 1 500vehyh 时 ,密度 六 为 50vehymi 如 果 启 
动 波 的 速度 为 已 ,那么 , 同 前 面 的 分 析 一 样 

u= 一 上 一 T (4) 

SALLY 40. 12mi/min. 将 其 与 车 队 尾部 约 0. 2mi/min BY SEAT. 
我 们 看 到 ,车 队 永 远 不 会 消散 ; 开始 起 动 的 车 流 太 慢 ， 无 法 赶 上 车 
BA FEB ASAE BA EE (SHAN. 4). 


练 习 


Lo 对 朵 样 的 红绿灯 让 咎 车 队 的 长 度 , 送行 和 靖 视 如 个 ， 
ay y= 500veh/h By), &==20veh/mi; 
b> y=S00veh/h Af. & = 200veh/ mi; 
c) g=T500veh/h BY. 4=50veh/mi. 

2. ”在 上 面 的 分 析 中 ;我 们 把 区 了 红绿灯 的 上 太 复 循环 。 试 描述 当红 绿灯 以 红 灯 … 
分 钟 .经 灯 二 分 神 的 周期 完 替 地 宽 时 ;所 远 成 的 车 队 的 增长 利用 直面 这 些 数 
值 :2 一 1 000veh/h B=175veh/mirkj= 257veh/mi 时 一 1L500veh HE 
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灯 转 红 


图 11.4 带 起 动 波 的 车 队 发 展 
A &,=150veh/mi. 
3. BRP A eb ae E EE 使 其 服 从 Greenshicds 关系 式 4 一 
upk LER BH uy A É A Bf BD BER (Omi sh, oR A AER HU, 
TU es hs SE ORES AE BA YIN SE AE Tl o 


5 = MXM 页 


The interested reader can find many approaches to queueing in the literature. The rel- 

erences below are listed in order of increasing difficulty. 

[1] F.A. Haight, Mathematical Theories of Traffic Flew. New York: Academic, 
1963. 

[2] D. R. Drew, Traffic Flow — Theory and Control. New York: McGraw-Hill, 


1968. 
[3] D.-C. Gazis Traffic Science, New York: Wiley-Intersci-ence, 1974.ch. 2, 
Li] DÐ. L. Gerlough and M. J. Huber,” Traffic flow theory — Amonograph," Special 
Rep. 165, Fraffic Res. Board, National Research Canncif, Washington , DE 1975, 


ch. 3. 


教师 参考 
目的 ， 通 过 对 车 队 增加 速度 的 讨论 阐述 了 基本 守恒 关系 和 流 


Bs. . 
预备 知识 ”不 需要 具备 微 积分 知识 ,但 是 ,学 生 应 能 够 运用 速 
度 概念 并 能 计算 密度 ， 


时 间 ”用 一 个 课时 讲授 完 。 


sna 
顺序 汽车 模型 


Robert L. Baker. Jr. * - ” o yoo 


iog oF 


汽车 是 现代 技术 社会 的 普遍 特征 ， 尽管 它 会 带 来 污染 .事故 和 
拥挤 等 问题 。 在 过 去 的 25 年 里 发 表 了 大 量 可 归 类 为 “ 交通 问题 "的 
文章 。 这 门 科学 试图 适 过 建 模 和 收集 数据 来 弄 清 交 这 的 各 种 过 和 
以 及 如 何 使 其 现代 化 .最 优 兹 并 能 控制 它们 。 

本 章 我 们 变 向 读者 介绍 交通 科学 的 一 个 分 支 ， wi DR 
理论 (CCFT)。CFT 就 是 建立 长 距离 的 直线 公路 上 交 递 比较 筒 密 的 
单车 道 ( 没 有 超车) 的 模型 。 -这 种 情况 对 城市 的 驾驶 员 来 说 似乎 是 
不 现实 的, 但 是 ;在 州 际 公 \ 路 系统 的 较 长 路 笑 上 以 玉 尊 道 的 较 得 路 
段 上 ,这 种 情况 确实 是 经 常 发 生 的 。CFT BT HPA EEN 
阶段 ,最 初 的 发 展 ( 大 约 是 1953 一 1961 年 )# 细 致 的 改进 及 实验 分 
#7 (1961 — 1968 年 ); 向 对 车 辆 进行 自动 控制 发 展 (1968 年 至 今 ) 。 
CFT 与 现代 技术 有 着 密切 关系 ,所有 高 速 地 面 运输 系统 的 自动 控 
制 的 应 用 研究 都 要 用 到 了 它 .。 


# TIT Research Jastitute 132 Holiday Court, Annapolis, MD 21401, 
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对 这 一 章 的 学 习 , 读 者 至 少 要 预先 掌握 微 积 分 .微分 方程 .以 
及 关于 Laplace 变换 的 运算 微 积 分 这 些 数 学 知识 。 如 要 进一步 阅 
读 某 些 参 考 书 , 还 必须 具备 复 变 函数 理论 ,特别 是 与 反 演 积分 以 及 
线性 系统 的 稳定 性 有 关 的 知识 。 笔 者 经 常 讲授 一 门 大 学 三 年 级 水 
平 的 ,持续 两 学 期 的 工程 数学 ,其 中 包括 Laplace 变换 (以 及 复 蛮 
PRS) ;在 这 期 间 , 学 生 将 有 足够 的 准备 来 阅读 本 章 。 在 考虑 选择 
CET 的 哪些 方面 时 ,笔者 的 主要 准则 就 是 ,叙述 中 逢 到 的 数学 对 
于 那些 三 年 级 水 平 的 工科 学 生来 说 应 是 容易 接受 的 ,而 不 只 是 数 
学 专业 的 学 生 才 能 理解 。 这 种 限制 使 得 这 里 提出 的 课 右 都 只 晨 开 
了 个 头 。 除 了 CFT 所 得 的 结果 表现 为 与 经 验 易 合 外 ,这 还 是 
Laplace 变换 理论 的 一 个 有 趣 应 用 , 它 不 同 于 在 教科 书 里 经 常 出 现 
的 在 电子 网 络 和 质量 - RR PAD 

AK CET 的 许多 原始 文章 都 发 表 在 4 运筹 学 杂志 》 上 ,该 染 志 
在 许多 大 学 的 图 书馆 中 都 能 够 找到 。 在 Drew HELA p 336 一 
354]) 中 可 以 找到 关于 CFT 的 相当 独立 的 章节 。Wilhelm 和 
Schmidt 烈 出 了 140 篇 详尽 的 文献 具 录 ( 见 [16J])， 不 过 这 些 文章 
在 没有 民用 工程 专业 的 学 校 里 很 难 找 到 es 
ATERSI RE” 9: WAR La RIC AT — He 
问题 供 学 生 作 进一步 研究 。 其 中 太 多 数 间 是 的 ; 求解 可 以 模仿 本 章 
中 提出 的 结果 或 扩展 它们 ， ,微分 方程 在 特定 初始 条 件 下 的 数 信 解 
是 非常 有 价值 的 ， ,不 过 这 要 求学 生 具 有 更 深 的 知识 ， AL GGA aR 
是 不 行 的 。 
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2 实际 顺序 汽车 情况 的 复杂 
”性 :顺序 汽车 模型 的 简化 


在 我 们 的 模型 中 ,所 考虑 的 情况 是 辆 汽车 在 一 条 直线 上 行 
融 且 不 允许 超车 。 任 何 一 个 驾驶 员 都 知道 ,实际 情况 是 惊人 的 复 
杂 , 每 一 辆 汽车 的 行为 都 受到 机 械 和 心理 因素 的 影响 。 例 如 ,在 一 
条 公路 上 ,小 汽车 的 速度 可 能 受到 各 种 因素 的 限制 ,如 各 种 情 号 ， 
发 现 有 交通 规则 执勤 人 员 , 驾 融 员 想 快速 行驶 、 或 想必 一 次 悠闲 的 
景色 优美 的 驱车 旅行 。 从 机 械 性 能 上 讲 ,每 一 辆 汽车 都 是 不 同 的 ， 
有 些 汽车 在 高 速 档 处 贞 有 较 好 的 加 速 性 .其 次 ， 驾 驱 员 们 对 他 们 周 
围 发 生 的 情况 的 了 解 筷 旋 池 是 不 同 的 :有些 冤 驶 员 只 知道 他 们 自 
己 的 汽车 在 做 什么 ,有 些 驾 驶 员 对 其 前 后 的 几 辆 汽车 的 状况 都 比 
较 清 楚 ,. 有 些 驾 台 员 关心 得 更 多 的 是 车 内 的 乘客 而 不 是 驾驶 。 

显然 ,我 们 不 能 希望 把 上 述 所 有 因素 都 色 列 到 一 个 模型 中 .要 
得 到 一 个 在 数学 上 容易 处 理 的 模型 ,必须 作 局 质 性 假设 ; 即 假设 行 
车 钱 上 的 所 有 驾 台 员 驾驶 的 汽车 型 号 相同 且 处 于 同样 的 机 械 状 
态 ; 对 已 出 现 的 情况 ,所 有 驾驶 员 都 以 同样 方式 作出 反应 ;等 等 ,并 
E RIVERE E IEE MAEN, 数量 等 对 我 们 的 模型 进行 
描述 ， 这些 因素 在 实际 问题 中 是 非常 普通 的 ， ,而且 比 较 容易 测量 。 


3. Pipes 模型 S 


o "Pipes fei TNS NLD, 在 这 个 模型 中 ， pra 
ag FR ABB IAD A A YE, EA AAT BE A FS “ 欲 安全 驾驶 , 一 个 
理想 的 规则 就 是 ,每 个 1Omi/h (14. 67ftys) 的 行驶 速度 须 间 陋 一 个 
车 身长 的 距离 ( 约 15ft}。” 这 个 规则 为 我 们 提供 了 一 个 有 用 的 时 间 
常数 一 15ft7C1d4. 67ft/s) =T. 02s4 这 个 值 与 ~ 汪 秒 如 此 接近 ;所 
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LN. fe FG TT PRATER T = 1s. 我 们 所 以 要 介绍 Pipes 模型 ， 
AAP SUP BE 1) A SD EU a PR Rs 2) 
模型 对 Laplace 变换 作 了 实际 的 应 用 ;3) 由 于 模型 作 了 安全 距离 
的 假设 ;因此 ,两 辆 汽车 不 会 发 生 习 撞 , 故 这 是 一 个 需要 作 改 进 才 
能 与 现实 一 致 的 模型 。 


图 12.1 顺序 汽车 模型 的 由 何 示意 


假设 一 条 交通 线 如 图 12. 1 Bras. 如 果 设 上 二 15ft 为 汽车 的 长 
度 :2 "为 静止 时 的 法 定 距 离 ,那么 ,zs 人 和 zt 必须 满 是 


waht) = Suir) FBP + ie geno el, : C1) 


HO oes WB Mt 辆 汽车 的 速度 ， 严格 地 齐 ， 车 辆 行驶 规则 将 
意味 着 在 静止 时 , 即 当 忆 +1 一 0,n 二 1,2,… 时 ,每 辆 汽车 部 触 到 了 
前 面 汽车 的 保险 杆 , 故 z, 一 zj 一 工 *. Pipes 对 此 规则 稍 许 做 了 点 
改进 ,在 豆 止 时 允许 某 个 附加 的 阿 隔 2 ,这 样 对 每 个 10miph ,一 个 
车 身长 的 间 阿 距离 应 估 前 二 轿车 的 尾部 保险 标 之 后 8" 的 那 一 
点 量 起。 常数 2 的 引 和 人 并 没有 使 下 面 的 讨论 有 所 不 同 , 在 那里 我 
们 对 Ci) 式 进 行 了 求 导 。) 利 用 T 的 定义 并 对 (1) 求 关于 2 的 导数 ， 
得 


duny tE) 


DE) = + i €2) 


在 作 了 2" 1s RUE (2) 可 写成 
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aa (D a EO 一 [wp won), 


(3) 

m= 1,25", . 
这 是 我 们 过 到 的 第 一 个 顺序 汽车 方程 . 它 指出 :在 任意 时 刻 t, 跟 在 
后 面 的 汽车 鸭 驶 员 ( 标 号 十 1) 调 整 他 的 加 速度 ,使 其 在 数值 上 完 
全 等 于 他 的 汽车 与 紧 靠 他 的 前 一 二 汽车 (标号 站 之 间 的 相对 速 
度 。 如 果 领 类 的 汽车 开 得 较 快 ,那么 铸 随 车 的 汽车 就 要 加 速 , 反 过 
来 也 一 样 。( 在 下 一 节 的 术语 中 , (3) 可 以 表示 成 ,反应 = 灵敏度 X 
ERAR Nh AR REAR vO 一 wy1C2), 灵敏度 就 
Æ 1/7 * = 187". ACRE AY ER Eg 1) 。) 

RE PLAT DRAB o 0) ERA BAA 
~~ $Y iH 8 KX) Laplace 变换 


Zlot) = [ewde (4) 
Q 


FAV P AR HERZ. EXP BERRA EM s A Laplace 变换 为 新 的 
H. 


Ve = Liv j = s (v(t)}, (5) 
CR AE s 的 Laplace 变换 ”。 对 (3) 应 用 (5) 并 利用 
LIE =s Ves) — s0(0) (6) 
CAAA dt} 5 SNS OTRE ,我 们 有 | 
(s+ DVn: = Va Hs V,4,(0), n 一 1,253.40". C7) 


现在 我 们 来 模拟 :二 0 时 ,处 于 静止 状态 的 汽车 长 龙 等 待 绿 灯 

的 情景 ,此 时 l 

mal = 0. n= h23. (8) 

CTT ACE ay Cr 0). SIS REIS A =e) 
G> 人 9 ,于 是 站 ==L{w() 二 上 L{g() 为 已 知 。 在 这 种 情况 下 


* 在 10.2 节 中 列 出 了 一 个 条 以 的 Laplace AF HAY fe. 
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ao VSD 
Vay OS) = GD” = 1.25355, (9) 
上 且 经 过 逐次 代 换 得 
VG) 
了 TS 一 G 十 1?” = 12 3 €10) 


最 后 这 个 方程 组 显示 出 每 一 辆 汽车 车 速 的 Laplace 变换 与 已 知 的 

第 一 辆 汽车 车 速 的 Laplace 变换 的 关系 。 于 是 ,根据 第 一 辆 汽车 的 

运动 推出 的 每 一 辆 汽车 的 速度 为 
Var O = EV a O) = Eo aD 


本 一 1:23,51, 


(11) 
FRAT A Fs FR oe BT 9) HANE H. eA» 
果 gais) =L Co} sps) 一 也 人 } ;那么 


Le tecs)/s} = [Aosta 一 mdu, (12) 
3 
如 果 我 们 设 
5 
Pt) A Gap (13) 
K 
p AV Cs) = Lin,’ (14) 
利用 Laplace 变换 表 中 的 
一 1 
L {aks} = rs ‘ (15) 
可 得 


Tay fE) = gige eea — eol — Dde. (16) 
给 定 一 个 具体 的 函数 吉 (一 g 16) PY RSP R 
但 也 可 能 相反 。 在 某 些 情况 下 ,加 到 和 43) 和 (14) 并 重新 定 尽 妆 和 
9 或许 更 容易 些 。 
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31 MIAE HE 

考虑 一 个 实际 上 不 可 能 实现 的 情况 ;领头 汽车 在 :一 0 时 停 在 
哪里 , 耐 一旦 co 便 获得 一 个 不 变 
的 行驶 速度 ,如 图 12.2 所 示 。 这 
个 例子 的 数学 结论 能 够 帮助 我 们 讨 f | 
论 后 面 的 一 个 比较 现实 的 情况 。 在 
这 种 情况 下 ,对 于 0 过 x 筷 t,t 半 0 有 
ww) 二 v1 且 由 016) 


图 12.2 SAR ae 


Vapi CE) =a 
| eexpc 一 ude. (17) 
如 果 我 们 定义 
G, A ory | eee adde, {18) 
不 断 运 用 分 部 积分 法 ,算出 (18) 中 的 积分 为 
G@=1-e{1+ 5+ 54~4¢75 5). a9) 


BRIG, Ce) RA — PE BF SD BE A EE Ag BR IE BERK 7G, COI =O, 
G, (ood = 1. it Ah ay LA eae 
p 


6.0) — Gna) = e Ë = EG O. (20) 


nt 
FATT LB EE ba eG, Ce) Fl ARE. FF AAT eA AA 
GE) > 6,0) > GG) > > GG) > OE << oo, 
图 12.3 显示 了 最 初 几 个 GC, ATER. TE 
Ti = u.G,G),n = 1.2.3.0" (21) 
恰好 与 这 些 曲 线 成 比例 。 
借助 于 (203 ,汽车 的 加 速度 为 


d o d ， evr! 
Ay ft) 一 pve +1 2) = tv, pce = ie Gr (223 
TE > 0 时 ,汽车 的 坐标 为 
i i 
Enji KE) = Tp CO + | ay Gide = x,4,C0) + A G, (edd 
全 o 
(23) 


对 其 中 的 积分 可 作 数 值 近似 。 由 图 12. 3, 显 然 有 
fewar > | Gy du Doe D> | Gau Dore (G>) 
a ~ü J 


所 以 , 当 汽 车 最 初 由 假定 的 距离 8' HL FF r OAE 
Cj), AME. ANAT AEA REN o 


图 12.3 Gt 


3.2 领头 汽车 逐渐 加 速 


比较 现实 的 情况 是 ,假设 领头 汽车 从 (0)=0 开始 逐渐 加 速 
到 vw, 例如 
wt) = ull — expt— tj) C24) 


参看 图 12. 4 ,将 (24) 代 换 到 5167 中 ,得 
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Yi) = ri ene u) (1 — exptt — w#))de(25) 
从 而 


v(t) = v| G0 + et £ ， (26) 
于 是 E o 
; Vay, t) = VOnt) + a 1425337" (27) 
周 样 ERE G. G) 曲线 成 比例 。 


ti _ | 
l A 

l t 
12.4 EIER We ee BE 


4. A EAR EI A gma] : 


上 一 节 介 绍 的 简化 模型 有 一 个 缺点 ,就 是 永远 不 会 发 生 事故 。 
如 果 领 头 汽车 逐渐 加 速 ,那么 后 面 的 所 有 汽车 也 依次 逐渐 加 速 且 
没有 一 辆 汽车 会 触 到 前 面 汽车 的 尾部 。 即 使 在 练习 3 中 的 极限 情 
况 下 , 即 领头 汽车 一 瞬间 由 w 一 wx BEE! o 一 0, 所 有 时 在 后 面 的 
汽车 也 能 产生 足够 的 减速 度 以 遵守 车 辆 行驶 规则 直到 停车 而 不 会 
发 生 磁 擅 ， 模 型 中 不 合 逻 辑 的 地 方 是 :事实 上 ,没有 一 个 驾驶 员 能 
够 对 他 观察 到 的 相对 速度 的 差异 立即 作出 反应 。 

加 入 精 神 因素 ,CFT 的 基本 假设 就 是 :驾驶 员 的 反应 与 刺激 
因素 成 正比 。 不 过 这 种 反应 并 不 是 在 刺激 一 产生 就 能 作出 的 ,而 是 
在 延迟 一 段 时 间 了 个 之 后 , 即 
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反应 bree = 灵敏 度 x 刺激 la (28) 
B20. —- 35 Se Be eB — FP LB A. EE 
RIERA eB eS ed SE VS. ,而 县 在 制动器 踏板 的 作用 完 
全 传 到 轮子 之 前 会 有 男 一 个 延迟 出 现 。 如 果 一 辆 汽车 正 以 60miyh 
的 速度 行驶 ,那么 ,在 0. 5s 的 时 间 内 ,这 辆 汽车 行 驼 了 大 约 44ft， 
这 个 距离 在 茶 些 意外 事故 中 不 能 说 是 无 关 紧 要 的 。 
同 (33 相 仿 , 把 全 和 4 考虑 进去 ,我 们 的 林 本 数学 模型 可 肯 述 
为 
du, a + T) 


a + T 二 J 


= A [u = Vag l) 


n= 1,2,3., (293 
EFT HR AM BNR RE EE 中 每 个 司机 者 一 
样 ) ,4 为 灵敏 度 系数 。 在 (28) 的 精神 项 中 ,对 第 (2 十 1) 个 驾驶 员 的 
刺激 就 是 他 在 上 时 刻 现 察 到 的 相对 速度 ww 一 w+ 而 他 的 反应 就 是 
在 晚 些 时 刻 :十 了 他 的 加 速度 ani 如 果 假 说 灵敏 度 系数 为 一 个 绝 
对 的 常数 ,例如 是 ,那么 ,就 称 (29) 为 线性 顺序 汽车 模型 .在 比较 
复杂 的 模型 中 ,4 假设 为 关于 问题 的 某 - -特征 的 函数 ,如 相 邻 汽车 
HAER ae 
ME RET Laplace 变换 ” REIF AE A EH 
即 带 有 =A 的 (29) 式 。 我 们 需要 用 到 结论 


CA (30) 
由 标准 变换 甫 的 表 列 值 可 雇 验 证 这 个 结果 。 如 果 定 闵 


Vis) A S loty, (31) 
ERI TA EMBL PHV IAL, BAAR, BAH 
(29) 施 行 变换 ,得 


使 用 传统 的 Laplece FBC TRL Hb a 
当 由 
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ETL sVa4 一 ty CO = ALVA) — Vins). . 2) 
经 过 代数 处 理 ， 最 后 这 个 方程 可 变 成 


Vati) = oes 


Up CO) 

s+ he 

n= 1,2,35,°° C33) 
如 果 领 头 汽车 的 运动 已 知 ， 利用 方程 (33) 就 可 得 出 汽车 长 龙 中 任 
意 一 辆 汽车 的 运动 情况 。 作 为 一 个 说 明 , 我 们 重新 考虑 下 述 情况 : 
:二 0 时 车 队 处 于 静止 ,而 当 #>0 时 领头 汽车 立即 加 速 到 常数 所 一 
ve 在 这 种 情况 下 ， a 


Wts) + 


v.00} = 0, n= 1,2,3; (34) 
R 
Vio =, (35) 
将 C34) 和 C35) 代 换 到 (33) 中 ,然后 ,利用 逐次 代 换 , 得 
t A eT a Te 
Vap = | T. (36) 


Xt FERS AY n AGOR EAE RRR vae HS Vin Go) ) BE BE 
REBAR ATU PR CEB n= 的 情况 ,这 寺 


Vs) Age j1 
v. ™ Sa ent Lents (37) 
A TR C37) Awe Pe REAREA E 
Ai fe — ahlt — ad} = eT VMS Ga) (38) 
其 中 
ha-a = |? ti—a<d, 
1, ¿— a90 
是 Heaviside 函数 ,和 且 有 级 数 展开 式 
Tee Tbr et eo Stato pen, |x| <1. 


. €39) 
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首先 ,把 (37) 重 新 写成 下 面 的 形式 
mri 1 | 
V Cs) Age sT rt 
a ef 4 we | (40) 


然后 ,利用 (39) 并 假设 :是 够 大 ,使 得 [hes|<<1, 求 得 
Yee 和 -A an], (41) 
e 3 3 3 
RE AAG RSs }=e°/@—Dt 这 一 事实 ,对 每 一 项 
分 别 求 逆 变换 ,得 到 o 


11h 


ze =A — TAa — T) 一 Sa 一 ef ha 一 oT) 
3 
十 Zy 一 3TA a — 3T) — e, (42) 
或 写成 更 紧 凌 的 形式 
oa . ke . 站 
mt = cen" Re — REY ACE — RT). (43) 
E *=1 H . 
ChAT EA DP PAN KS AERA aR A2 C43) 
0, GIKT 
(2) Att T), © TtT 
2 一 FY (44) 
v Att T) z. 20)? ,27 Ėt L 3T 


通过 对 (42) 一 (44) 微 分 可 得 到 加 速度 a: 0, EEAS E E eR 
分 得 到 B 


to) = 2.00) 十 [addu, (45) 


TERI HH BG i OR vs 0 BY Ras 5 AA RE v O 都 可 分 别 
用 同样 的 基本 技巧 算出 。 

我 们 用 Drew 给 出 的 一 个 例子 ( 见 [4]) 来 结束 这 节 , 这 个 例子 
说 明了 刚刚 得 到 的 解 。 一 排 汽 车 在 红 灯 亮 的 时 候 排 成 队 ,2s 后 灯 
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转 为 绿色 (这 个 时 候 可 取 作 t 二 0) ,领头 汽车 立即 达到 一 个 40ft/s 
的 速度 。 反 应 时 间 了 一 1s,% 一 277 一 18, 故 af 一 1( 这 种 状态 属 
渐 近 不 稳定 的 ,我 们 将 在 第 6 节 中 给 予 讨论 ) 。 为 了 定义 什么 叫 发 
生 嫉 挤 , 可 以 扰 赂 汽车 长 度 , 因此 对 于 某 个 ,如 果 z, (2) 二 z+101)， 
就 发 生 一 次 碰撞 。 图 12. 5 说 明 : 了 在 距离 停车 线 约 130ft 处 ,第 3 
辆 汽车 与 第 4 辆 汽车 发 生 了 一 次 碰撞 。 


+ rre Í 
—2 0 2 i 6 § IO 时 间 (s} 


12.5 HA AACHRRNINED] 40:1/s 时 ,在 线性 
MERER Fs Hil TA Ae 


5. 将 Pipes 模型 并 入 线性 顺序 汽车 


在 线性 顺序 汽车 模型 的 讨论 中 ,Chandler 等 也 研究 了 加 利 福 
尼 亚 州 车 辆 行驶 规则 ( 见 [3]) ,他 们 从 变形 后 的 (1) 式 
TAD 一 4410) — 6 — bt — Tt.) = 0 (46) 
开始 ,并 且 作为 反应 延迟 的 结果 ,假设 领头 车 的 行为 波动 将 导致 
C46) 78 REAL we . 
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84,0) & 2,4) — 2,4,0) —6* — bt o Toa OO, CT) 
AG y.QO>0 A TREO PHBA. Bat 1 AE 
Ap EA IE Gs HOR 8... Os HE TT BOTT RREN Aas 
ERAT A HT EBDE 24 BER ntl 个 芍 驶 员 来 说 ,&+ 
{2} 可 以 看 作 是 一 个 刺激 。 这 样 ,模型 的 方程 就 是 
an E H T) A Db 一 了 一 了 DA 
(48) 


6. 线性 顺序 汽车 理论 的 称 定 性 


归根 结 底 ,一 个 数学 模型 胜 过 其 它 数学 模型 ,取决 于 这 些 模 型 
如 何 对 实际 现象 进行 描述 .在 实际 的 顺序 汽车 情况 中 ,一 个 极其 重 
去 的 事情 就 是 两 辆 车 发 生 磁 撞 ， 

一 个 与 之 有 关 的 数学 课题 就 是 线性 顺序 汽车 方程 组 (29) 的 稳 
定性 问题 在 稳定 性 研究 中 ,通常 要 问 的 问题 是 “给 系统 一 个 干扰 ， 
其 反应 是 什么 ?如 果 反 应 衰减 , 则 认为 系统 是 稳定 的 :如果 反应 是 
单纯 振 蕊 或 被 放大 , 则 认为 系统 是 不 稳定 的 。 不 幸 的 是 ,关于 线性 
顺序 汽车 稳定 性 分 析 的 数学 讨论 元 长 而 乏味 ,因此 ,我 们 把 它 放 到 
附录 3 中 ,这 里 只 是 概括 地 给 出 各 种 结果 。 

在 顺产 汽车 问题 中 ,局 部 稳定 性 ?是 问 * 当 上 很 大 时 , 跟 在 后 
面 的 汽车 对 领头 汽车 的 一 个 机 动 动作 的 反应 是 怎样 的 ?” 具 体 地 
说 ,假设 :=0 之 前 ,所 有 的 汽车 以 相同 的 速度 4 行驶 ;然后 ,第 一 
辆 汽车 在 Ot <i 期 间 , 了 以 某 种 连续 的 方式 加 速 和 减速 ,在 /7 期 
间 回 到 他 的 初始 速度 x。 如 果 任 一 跟 在 后 面 的 驾驶 员 必 须 以 越 来 
越 大 的 幅度 交替 地 加 速 和 减速 ,那么 , 随 着 : 值 的 越 来 越 大 ;他们 
的 运动 将 是 反复 无 常 的 而且 肯定 是 不 稳定 的 。 

ABBY tit) 4 BR Oa CO) SAR ALE F R 
一 种 来 表示 (其 中 a. Ma; 对 应 着 领头 车 ) ,稳定 性 结果 是 
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D 对 于 As 1 /e CR eB) PARME ot l= 2.3.4, 
…) 都 表现 出 非 振荡 的 .阻尼 的 反应 。 

GD 对 于 1/e<%T<x/2( 稳 定 的 ) 一 一 第 二 辆 汽车 的 反应 是 
振 菏 ,、 蛆 尼 的 ;其 余 汽 车 (x 十 1 二 3,4,…) 的 反应 是 振 萝 的 ,其 振幅 
最 初 增加 但 最 终 是 三 小 的 。 

(iiy HF AT = r/C RRE- 一 第 二 辆 汽车 Ce 十 1 一 2) 的 
反应 是 单纯 振荡 的 ,其 余 汽 车 (n 十 1 一 3,4,-…) 的 反应 都 是 扰 萝 的 
且 振 幅 不 断 增 加 ; 

Civ} 对 于 47 72 不 稳定 的 )… 一 所 有 四 随 者 人 a 十 1 一 2,3， 

“的 反应 都 是 振荡 的 且 振 旺 不 断 增 加 。 

上 述 结论 的 进一步 解释 请 看 图 12. 6。 

发 生 碰撞 与 稳定 性 是 不 向 的 问题 。 可 以 确认 ,如 果 ATSE 
且 初 始 间距 大 于 xy, 那么 ,在 线性 顺序 汽车 控制 下 ,以 速度 * 行 
驶 的 一 陵 车 辆 是 安全 的 ,不 会 由 于 已 说 过 的 领头 汽车 的 加 速 一 一 
减速 而 发 生 磁 擅 .。 不 过 ,只 有 在 非 振 划 情 闪 下 才 可 以 肯定 行车 的 安 
全 性 ,因为 ,一 种 振 萝 一 一 即使 最 终 是 减 幅 的 一 一 也 可 能 引起 一 场 
碰撞 。 一 般 地 ,为 了 讨论 发 生 碰 控 的 可 能 性 ,需要 更 具体 的 有 关 车 
辆 之 各 的 初始 距离 和 领头 汽车 所 作 的 机 动 动作 的 信息 .不 过 ,一 般 
地 可 以 说 ,对 长 时 间 行 驶 的 一 队 车 辆 ,1 所 17e 表示 最 安全 的 反 
应 ,mi 一 mw 2 表示 最 危险 的 跟随 情况 ， 

“ 渐 近 稳定 性 ”涉及 的 是 一 个 长 车队 , 它 是 问 ” 当 前 面 汽车 行动 
中 的 波动 向 整个 车 队 莹 延 时 ,这 个 波动 何 时 会 增强 ?" 渐 近 稳 定性 
涉及 大 量 的 汽车 行为 ,而 局 部 稳定 性 关心 的 是 t 很 大 时 汽车 的 反 
应 。 研 究 表 明 , 被 动 的 稳定 性 分 界线 在 7 二 1/2 寻 ,如果 71/2， 
波动 减弱 ,如 果 Ao 1/2 He SR. 

这 样 看 来 ,两 种 稳定 性 中 的 关键 因素 是 反应 灵敏 度 与 反应 时 
MPA FAA AST. 可 以 预料 起 初 可 能 会 有 人 认为 ,为 了 产生 一 个 稳定 
的 反应 ,灵敏度 A 或 许 应 该 较 大 。 但 对 于 具有 固定 反应 时 内 了 的 
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. 反应 
K r 


ERAEN 


OV pann 
反应 反应 
N : 
RB EAF - ie 
Wk: REM 
反应 
Ln r 
EH RAHA 


图 12.6 局 部 稳定 性 分 析 中 反应 的 类 型 
系统 ,情况 就 不 一 定 是 这 样 ,因为 反应 不 是 在 作 观 察 的 时 刻 上 作出 
的 ;而 是 在 晚 些 时 刻 :十 系统 已 经 变化 的 时 候 。 在 不 适当 的 时 候 
作出 压 大 的 反应 是 有 和 危险 的 ,这 样 做 可 能 会 对 相对 一 个 期 望月 标 
的 小 偏差 作 过 度 补 偿 , 结 果 不 是 减少 偏差 ,而 是 使 偏差 变 大 。 可 以 
证 明 ( 参 看 10. 3 节 结 尾 的 注释 )Pipes 模型 髓 是 局 部 稳定 的 又 是 渐 
近 稳 定 的 ， , 


ee ae t a ade 
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T 非 线 性 顺序 汽车 规律 


对 线性 顺序 汽车 模型 的 一 些 改 进 ,修改 了 前 面 所 作 药 反应 灵 
敏 度 1 是 一 个 常数 且 对 所 有 驾驶 员 都 是 同样 的 假设 ,修改 后 的 模 
型 统称 为 非 线性 顺序 汽车 模型 .在 这 个 问题 的 讨论 中 ,一 个 有 用 的 
”定义 就 是 两 辆 相思 汽车 间 的 间隔 PL) 

PL) A 4,0) — aay (2). (49) 
MEAR BANKER: 
Merce Aan om 
按照 这 个 规律 ,车 队 中 每 一 辆 汽车 的 灵敏 度 将 是 这 两 种 可 能 情况 
之 一 .可 以 推测 ,人 们 将 只 想 研 究 o> 8 的 情况 ,因为 如 果 与 前 面 汽 
IAN IRA. 大 多 数 驾 驶 员 要 以 较 强 的 灵敏 度 作出 反应 。 在 
极端 情况 下 , 当 与 前 面 的 汽车 很 近 时 ,驾驶 员 的 反应 是 惊慌 的 ,但 
当 离开 稍 远 时 ,反应 就 比较 难 捉摸 了 ,这 时 a 可 取 为 28 或 38. 

倒数 距离 规律 ” 设 


2 一 2 — = 
A = AUP = P, ZG) EIA (51) 


其 中 m 是 一 个 常数 , 称 为 特征 速度 。 每 个 驾驶 员 的 反应 程度 是 与 
他 同 其 它 车 辆 冯 的 距离 成 反比 的 。 这 个 规律 与 前 面 的 任何 规律 相 
比 都 有 本 质 的 不 同 , 因为 在 一 雁 驾 驶 员 中 ,第 一 位 驾驶 员 后 面 的 每 
一 个 驾驶 员 现 在 都 可 能 表现 出 不 同 于 其 他 任何 人 的 独特 的 灵敏 
度 。 倒 数 距 高 规律 特别 重要 ,因为 它 与 实验 上 和 理论 上 确定 的 交通 
流 与 密度 之 间 的 各 种 关系 相 一 致 (参看 下 一 节 ) 

Edie 规律 Edie $ H (RCSD AAEE RIRH D. A E 
与 反应 时 的 车 速成 比例 且 与 间隔 距离 的 平方 成 反比 ,于 是 


à = ACP,) = 
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drn +P) 
k= hw) (52) 
(Tl) — rp Ct) ) 
Gazis 等 曾 研究 了 (52) 的 更 一 般 形式 ( 见 [8]) 
{ dx,41 (4) /dt}” 
À= 
XTT) =PO (53) 


他 们 的 主要 结论 是 ,尽管 确实 需要 用 非 线性 模型 而 不 是 线性 模型 ， 
但 是 ,与 经 验 数 据 的 比较 结果 并 没有 显示 出 任何 一 个 非 线 性 模型 
有 什么 明显 的 优越 性 。 

在 一 般 情 况 下 ,研究 人 员 不 得 不 转向 用 计算 机 求解 非 线性 模 
型 。 当 然 ,Laplace 变换 技术 将 不 起 作用 了 ,例如 ,Eaie 模型 


(Hat + 12) dzxatt) dz) 
dr di dr 
(2,6) — T(t) 


dêrt +7) 
(54) 
是 非 线性 的 ,而 各 种 变换 技术 仅 对 线性 系统 有 用 。 


8 稳定 状态 流 


在 常 值 灵敏 度 和 倒数 间隔 灵敏 度 情 况 下 ,作为 密度 (如 以 
carsy mi 计 ) 的 函数 , 稳 态 速度 u 和 交通 流 qt 如 以 cars/h if) BAR 
难 计算 的 ， 在 公路 上 ,人 们 用 在 一 个 适当 长 的 时 间 内 ,通过 某 一 点 
的 车 辆 数 来 度量 交通 流 g, 而 用 一 段 适当 长 的 路 段 上 的 车 辆 数 来 
度量 密度 上 为 了 定义 一 个 稳定 状态 ;我 们 设想 在 某 个 时 刻 :一 0， 
所 有 汽车 都 以 某 个 共同 速度 wm TEE RR LM A ERA E 
加 速 或 减速 到 新 的 速度 e 由 于 后 面 汽 车 对 速度 的 控制 ,假定 当 t 
恋 得 很 大 时 ,最 终 将 达到 稳定 状态 ， 在 这 种 状态 下 ,每 辆 汽车 以 所 
提 殿 的 速度 行驶 ,当然 ,还 变 假 定 洲 免 碰 樟 所 必须 的 所 有 稳定 性 
条 件 都 得 到 满足 。 
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首先 考虑 (29) A=) 时 的 常 值 灵敏 度 模型 。 对 这 个 方程 ,从 
t=O 到 某 个 足够 大 时 间 上 进行 积分 ,得 
u A Vay kt +P) = Ala) — 44100) a. (55) 
FAY» (BP PRE HEA As PE EAS POA A EGR T 
BR AST MAT. AAA u Bp C+ BAY. 现在, 稳 态 
间隔 xc, — 2 RE Fe BE eR. A e 由 条 件 tatan = 
1/4; f e= 所 确定 ,其 中 心 为 拥挤 密度 (参看 附录 10.1 的 有 关 
定义 )。 所 以 


«一 于 一 证)， (56) 
AAW g=ku 
a=) (57) 


4 关于 “的 实验 曲线 如 
图 12.7 所 示 。 从 直观 上 看 ， 
在 低 密度 时 ,驾驶 员 将 不 试 
图 “ 跟 上 "前面 的 汽车 .所 以 ， 
不 必 为 (57 ) 与 实验 结果 在 流 
量 -密度 曲线 应 经 过 原点 问 
题 上 的 不 一 致 而 感到 惊奇 


接 下 来 ;我 们 要 处 理 倒 
图 12.7 流量 与 密度 关系 的 图 像 说 明 
ax fal hs 
denpa t HD O “iy dix, {1) dang) 
dt ~ 2,0) 一 —a5| dt 下 |. (58) 


同上 ,对 方程 的 两 端 积分 ,得 

HA 二 TO = alni a — 244,09} +c. (59) 
其 中 心 Heit: ARETES A REE iat ERTS 
确定 (对 的 进一步 解释 请 看 附录 10.1), 于 是 c= agin th) ,由 于 
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稳 坊 密度 恰好 是 疗 陋 (站) 一 zn BY RE 


u= mln| ži) ; (50) 
而 稳 态 流 又 由 起 给 出 ,所 以 
g= okin 4 (61) 


FPRCDRRAA A 12.7 中 关于 密度 的 实验 流量 曲线 的 一 
般 形 状 .方程 (56) ,{57) ,C60) 及 C61) 可 归结 为 状态 方程 ,因为 它们 
与 热力 学 中 关于 压力 ,温度 ,浓度 等 宏观 量 的 状态 方程 类 似 。 

基于 一 个 完全 不 同 的 交通 流量 模型 ,Greenberg 导出 了 下 面 的 
方程 ( 见 [9]) 


“一 cln| $ ， g = ckla( Z ， (62) 


其 中 < 是 最 大 流量 gm 时 的 速度 。 如 果 估 们 愿意 接受 c 与 参数 m 
之 间 的 令 人 惊讶 的 等 价 (其 中 c 表示 沿 某 条 公路 的 总 流量 的 特征 ， 
而 m 是 对 一 个 驾驶 员 如 何 沿 着 这 条 公路 驾驶 的 一 种 度量 ,那么 ， 
两 种 完全 不 同 的 处 理 就 导致 了 同样 的 状态 方程 。 倒 数 间隔 模型 所 
以 比 别 的 一 些 模型 更 普及 ,这 种 情况 起 了 特殊 作用 。 

在 对 组 约 的 三 条 隧道 所 进行 的 试验 中 ,人 们 对 eo 和 < 的 值 作 
了 估计 ,Herman 和 Potts 在 他 们 的 文章 中 报告 了 有 关 的 方法 及 结 
果 。 这 些 结果 被 作成 如 下 的 表格 。 


agimish) eCmishd 
Lincoln 隧道 20 17 
Holland Bei 18 15 
Queens-Midtown 阴道 ~ 22 23 


这 些 作 者 报告 了 导出 * 关 于 1/ 互 的 曲线 的 一 些 实验 (5 一 车 队 上 
DT APE BHD. HR 4 二 a6 的 一 个 最 小 平方 氢 合 充分 描述 
了 有 关 的 数据 ,ao 的 值 就 是 上 面 给 出 的 那些 。 (如果 有 上 个 由 实验 


205 


确定 的 4 值 ,入 ;入 ,… ,水 , 则 O/B 的 一 个 最 小 平方 拟 合 将 使 降 离 的 
平方 和 > CA; 一 ap) 达 最 小 。) 


9. 结 论 


在 这 一 章 中 ,我 们 只 能 对 CFT 作 一 些 简要 的 介绍 ,更 复杂 的 
模型 不 会 在 概念 上 过 到 困难 ,但 理解 这 些 模型 所 需要 的 数学 知识 
通常 超出 了 一 般 体 年 级 学 生 所 学 的 范围 。Wilhelm 和 Schmidt H, 
[16 了 指出 :到 1973 年 为 止 ,至 少 存在 30 种 顺序 车 辆 模型 .我 们 就 
本 章 中 的 概念 介绍 一 些 推广 ,以 促进 读者 的 求知 欲 : 

(1) Tuck 推导 出 一 组 二 维 CRFT- 型 模型 ( 见 [15]) ,用 来 研究 
船只 的 护航 ;并 提出 了 这 些 模 型 在 岛 类 的 飞行 ,军队 的 行军 队 形 ， 
以 及 飞机 的 飞行 研究 中 的 可 能 推广 ; 

《2) Newell 研究 了 ( 见 L13j]) 对 于 加速 和 减速 具有 不 司 的 灵 
敏 度 的 问题 ( 制 动 灯亮 说 明 减 速 ， 但 没有 相应 的 设备 说 明 加 速 ); 

(3) Lee 的 研究 ( 见 [12]) 包 括 了 一 个 再 现 过 去 行为 的 记忆 函 
数 ; 

(4) Bexetius( 风 [13 研究 了 对 一 辆 汽车 的 控制 。 

有 许多 问题 有 待 于 进一步 研究 .一 个 潜在 的 大 有 可 为 的 领域 ， 
就 是 CFT 对 各 种 环境 而 不 仅 是 公路 的 应 用 。 像 允许 超车 的 双 行 车 
道 公路 这 样 更 复杂 的 情况 ,以 及 在 很 多 模型 中 数学 解 与 实际 在 公 
小 上 收集 到 的 数据 之 间 仍 存在 差距 等 等 ,部 是 值得 研究 的 ,我 们 希 
望 经 过 屡次 反馈 和 对 模型 的 及 时 修改 ,行车 的 安全 性 将 得 到 改进 。 


206 


10. 附 录 

10.1 符号 表 ~ 

T 一 1s, 加 利 福 尼 亚 车 辆 行驶 规则 常数 。 

L =15ft Pipes 模型 中 车 身 的 长 度 

b' 25 E AO FERE HT AITE EEE CA ft 计算 ) 。 

2.) 第 * 辆 汽车 的 头 部 在 某 个 笛 卡 儿 参 考 系 中 的 光标 
(例如 以 ft 计算 )。 

v(t) =dz,@) /dt, Hon 辆 汽车 的 速度 (例如 以 ft/s 计 
算 )。 

ask) =dr, (2) /de=d*z, (0) (de? on AARE RE Ca 
如 以 ft/s? 计算 ) 。 

PC =a, (0) ran O SEI A nb) 辆 车 前 面 的 
保险 杆 到 第 辆 车 前 面 的 保险 杆 的 距离 (例如 以 人 
WED. 

IFC} = [eX Fedde FC A Laplace 变换 。 

Lif} =S O, s RA £0) AY Laplace 变换 。 

VCs) 二 LL{vtt)} (第 3 节 中 ); 
= uC CE a 节 中 )。 

A — PARE FAs BAR A FR AK UU d 代 之 。 

q 流量 ,单位 时 间 内 通过 公路 上 某 给 定点 的 车 数 ( 例 
如 以 cars/h 计算 ) 。 

é 密度 ,任意 时 刻 单 位 路 段 上 的 车 辆 数 (例如 以 carsym 
计算 ) 。 l 

k HEEE MIA EATER E E Ee A 
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位 路 段 上 的 车 辆 数 ( 例 如 以 cars/mi 计算 )。 

c 最 佳 速度 ,流量 最 大 时 的 车 速 ( 例 如 以 mi/h 计算 ) 。 

u 稳 态 速 魔 ; 一 队 汽 车 的 公共 速度 (例如 以 mih 计算 ) ,对 
于 领头 汽车 的 某 个 初始 波动 已 不 再 需要 调整 了 。 

i 稳定 状态 理论 中 车 辆 的 有 效 长 度 ,通常 定居 为 1/ 名 ,其 
P a it EE RA E g= (2G BB 
ME. Chandler 等 的 文章 [3] 中 ,总 =288vehymi, 这 意味 
着 :一 23. lft. 


10.2 用 到 的 Laplace 变换 


Pipe BH FE s 的 Laplace 变换 
fay KOLEO) = sf entf ld 
Ut)=1 l 
t TAs 
ha Tifa- T} es) 
Guts OQ? GHD” 
aG n=] 
pO 0) s/s HD 
| Gd 1 [sts + 197] 
[ttar OSS o aay 
1, >h, C1 — ew) Us). 
线性 顺序 汽车 Laplace 变换 
FQ) gs) =f) = [efod 
a 
fer?) e (ss) — CO) MORAL) Ade = 
0,018 PF 


fa — hR — T) WLG8) ew TCs) 
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g"! 
1 — Dr 


-19-3 稳定 性 的 数学 理论 


(这 个 讨论 是 对 Donald Drew 的 一 些 想法 的 改进 ) . 
在 这 个 附录 中 ,我 们 要 导出 线性 顺序 汽车 模型 的 稳定 性 结果 。 
第 6 节 中 综述 了 
dua Ce + TO 
dë 


V/s". 


= Al vit) -> vapi CE) ) ťa = l, 2.. (Al) 


FG EE. RIEDA SL EBA SRE» FL Be 
AAA OL. BAMAR A EES colon RIC. BNR 
v(t) = bei! = h (cosCwt}) + i sintet)) (A?) 
这 是 一 个 复 值 量 。 而 实际 上 ,我们 只 对 5A2) 的 实 部 感 兴趣 ,但 是 ， 
由 于 (Ai 中 的 诸 方程 都 是 线性 的 ,所 以 ,只 要 取 方 程 的 实 值 部 分 ， 
我 们 就 可 以 得 到 计算 中 感 兴趣 的 尾 一 点 处 的 实 值 量 。 如 果 假 设 
(Al1) 的 解 具 有 形式 


wt) = b” (A3) 
它们 服从 (人 1) 给 出 的 领头 汽车 的 运动 ,那么 
buy (iw eT Th) = hb 2 = 1,2,3, (A4) 
且 经 过 逐次 代 换 
bys = rey (A5) 


FW Re RRB BRR + Ged AKT | 
“稳定 的 ;或 小 于 1( 不 稳定 的 ) 的 问题 。 因 为 
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所 以 , 当 P/R 之 (Qw/d,)sin(wl") RE ¢ 
aT 
| 十 ve <1, (A8) 


WM w/a, > 0 ,那么 [A8) 成 为 
元 < 2sin (wi). | (AQ) 
如 果 mw/ <0 ,(A8) 成 为 


元 > 2sin (wi). (A10) 


图 12.8 和 12.9 给 出 了 yy 二 w/ Al y= sinn KF o HA 
形 。 在 图 12.8 中 ,对 (ovm) 或 Cw,0) 中 的 w 的 值 ,于 拢 将 随 " 增 
长。 在 图 12. 9 中 ,对 任何 w 的 值 ， 都 不 会 导致 干扰 增长 。 


/Pu 


yo mt 2sinwT 


图 12.8 不 稳定 情况 图 12.9 稳定 情况 
区 分 稳定 与 不 稳定 情况 的 依据 息 直 线 一 o/%. 与 曲线 = 
Zsinat 在 原点 处 吓 否 相 切 。 我 们 算出 在 原点 处 的 侧 率 2 


w= 0 


1 #2 ,= 27 o 这样, 如果 1 人 > 27 RAT <1/2 ,那么 ， 
模型 对 各 种 频率 的 干扰 都 是 渐 近 稳定 的 。 而 对 于 ix > 172 ,模型 


是 渐 近 不 稳定 的 。 
现在 ,让 我们 只 考虑 第 二 辆 汽车 的 局 部 稳定 性 问题 ， 其 运动 六 


fet 
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dv t + T) 

di 

(A11) 的 通 解 是 齐 次 解 加 上 一 个 特 解 。 假 设 (1) 是 已 知 的 ,另外 
还 存在 并 已 求 得 一 个 稳定 的 特 解 UD. AA et) = vi) + 
vite) ;其 中 蕊 是 齐 次 和 解 , 故 可 将 它 看 成 是 对 特 解 的 一 个 干扰 ,在 局 
部 稳定 性 理论 中 提出 这 个 干扰 是 随时 间 增 长 还 是 减 苦 的 问题 。 显 
GR vp) 满足 


+ Ayu, lt) = Aw, (2). (A11) 


duit +T) 


Zi + AiG} = 0, (A12) 
我 们 推测 
: WCE) = ef, (A13) 
并 代 换 到 CA12) 中 ,得 特征 方程 
pe 十 加 一 站. CA14) 
MRL =o 及 Tr 二 AT ,我 们 有 超越 方程 
| se +r = 0， . (A15) 
对 9 二 alr) 进 行 分 析 是 相当 困难 的 。 
我 们 先 来 寻找 取 实 值 的 oc, 将 其 写成 . 
F= re", (A16) 


图 12.10 中 对 和 =a Al y = — Tre” 的 图 示 表 明 ， 

@ mE r>n. Mo 的 值 
都 不 满足 (A16)， 

GD 如 果 rz 一 ma 有 一 个 
值 满足 (A16) (这 就 是 图 12. 10 
所 示 的 情况 ); 

Gi) 如 果 0<r<rye 有 
两 个 值 满足 (A16)， 

我 们 来 计算 一 下 ny = 
0 是 y; = ne” 的 切线 ,就 是 


-H 12.10 FFAG MI 
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n ye = ner (A17) 
以 及 
w= Ys Ro 一 一 T16 (A18) 


于 是 za 一 一 1;,z = lpe. 这 样 ,对 于 0 一 z= AT < Ne, 存在 两 个 
负 实 和 值 o 满 足 (A16), 从 而 (A13) 的 解 具有 指数 衰减 特性 。 对 于 
AT =1/e, 《A13) 存 在 一 个 措 数 衰减 的 解 。 

现在 ,让 我 们 来 考虑 * 的 复数 值 . Be 一 了 + io, ,于 是 (A15} 


成 为 
{ a, + i¢,) e"l cosa; + isina,} + r= 0, (A19) 
分 别 令 实 部 和 虚 部 等 于 等 ,得 
g,e""cosd, — ge "sino; + 7 = 0, (A20) 
ae" cose, + oe sinc; = 0, (A21) 


将 4A217 代 换 到 (A20) 中 ,得 


T, Ar a ` 
cosa, + re?" = 0, (A22) 
而 (A21) 可 重新 写成 
—g a 
cose; sing,” (A23) 


见 图 12. 11, 为 了 分 析 (A22) 和 (CA23) ,我 们 在 图 12.12 和 12. 13 
中 绘 出 了 


7% OG 
no) = cosd; sing; CA24) 
和 
yela) = ret" = exp] acasa) , (A25) 


的 图 形 并 寻求 两 个 图 形 的 交点 。 
让 我 们 先 考虑 re<<1. 图 12. 14 没有 明确 表示 出 我 们 以 前 找 出 
的 那 两 个 实 根 . 但 它 表示 了 在 o 二 十 2mk,& 二 1,2,3， 附近 的 一 
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图 12. 12 方程 (A24) 


系列 根 ( 图 中 示 出 了 两 个 根 }。 由 于 这 两 个 根 在 土 2x 附近 ,so, 是 一 
个 模 很 大 的 负数 (参看 图 12. 11) 。 对 应 于 这 些 根 的 解 ,尽管 它们 是 
振 功 的 但 误 减 得 很 快 .因此 ,如 果 将 它们 适 加 到 任何 指数 衰减 的 解 
上 ; 短 时 间 后 它们 便 没 有 什么 实际 意义 了 。 

现在 ,我 们 考虑 re>1 的 情况 。 根 据 前 面 的 分 析 ,不 存在 使 解 
指数 地 衰减 的 实 根 , 在 -<<w<r 之 间 存 在 两 个 复 根 。 下 于 oO: 
这 些 根 对 应 于 振荡 型 的 解 .要 观察 这 些 解 是 否 随 时 间 而 增长 ,我 们 
必须 对 o, EFT AGE. 如 果 + 使 得 1a |<x/2,0,<0, WAR TER. MFR 
r 使 得 lal>x/2, 则 两 个 解 都 是 增长 的 。 让 我 们 来 求 元; 使 得 = 
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”图 12.14 对 于 rel] A BCA 29 AC AZ5) 


x/2 是 (A20) 和 (A21) 的 解 .由 (A21) ,得 a = 0, TY (A20) r =r 
2 参看 图 12.15. 
让 我 们 来 总 结 一 下 我 们 的 结论 。 如 果 
G) SATS e AD ORRERA MAAR: 
GD Vetr=A i a2, ALD ARFER: 
GH) r= >n/2, CA12) EER RA. 
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12.15 XF rel 的 方程 (A24) 和 (二 25) 


因此 ,第 二 辆 汽车 的 运动 当 rH AL < mA2 ? 时 是 局 部 稳定 的 ， 而 当 
Aol’ 1 /e 时 稳定 性 最 强 。 

附带 说 一 下 ， 在 (A7) 和 (Al4) 中 令 1 T=0 A= 1, KMS 
BB) BOR CP = OAR ABE ASIT =1 的 顺序 汽车 模型 
Pipes #2 2 Pie ii Bue I Xe EY. 


练 J 


Pipes 模型 
L ER AGE = Hren FRA AY REE Tt PR ORE SE. 求 在 这 种 
TARR PF AYRE wy Cee = 12d. R oO A EOAR E 
u[tft lev rte 


utt} = | 
tn 了 > fo. 


Z ('G,tddu,0 EEE 
fp fg 


we [fear 一 J Gdn | > fo. 
to 0 a 


2 回 到 (7) ,用 公式 表示 关于 下 述 情况 的 方程 :在 = OY A ERE ve 


tat 一 
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运动 ,然后 对 于 > 0. SLA. PROF ONY Fa OX 
于 Wts) 的 方程 。 


RE: 
Vy A 1 į 
a= GF r sf 2, F) 
3 由 
Ds i ü 
vo = H t g 
代表 领头 汽车 的 瞬时 减速 ,导出 
Peg 1087 = v Sgn 
iZi 
CW PE 14. 2 #9) “然后 作出 Ula Ua Tye Uy R T5 的 图 形 。 
线性 顺序 汽车 模型 
4. 对 


= Poet rim at atm rh pe 
的 两 过 求 微分 ,得 1701 十 2 的 一 个 级 数 . 利 用 这 个 结果 证 明 
wt _ Bey 2T7ACe — 2T) 218 (, BT 3ACt — 37> 


he 


+ ia 一 
5. MERAM 
d “ye vy Ct} > vapiti) 
ett E T) = oo Te — a T" 


(如 果 m1, 这 就 是 倒数 间隔 模型 .证明 这 个 方程 的 解 是 
Me tt TY = Cnt — 19a {it dD Da) — rp) J} 


mist 


wai 1. 


u= Cor lk — goes 7, 


模型 构造 

S 写 出 CET 模型 的 微分 方程 ,其 中 对 第 "十 1 个 轰 臻 员 的 刺 汶 就 是 他 与 第 > 个 
驾驶 员 的 间 照 ;而 反应 就 是 一 个 延迟 并 后 他 前 加速度。 很 变 间 敏 度 不 变 。 
解 : 
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2 
Bizet +T) = ht) — Tel) et = Be 


7. 写 出 具有 延 巡 的 线性 上 顺 序 汽车 的 微分 方程 ,如 果 骂 驶 员 的 刺激 是 相对 速度 以 
玉 间 师 同 期 筷 值 品 的 偏差 的 线性 组 合 ,其 中 对 每 个 刺激 的 灵 敬 度 不 变 , 但 不 


相同 。 
解 ， 
Arapit 十 了 à Be _ dita 
ar? tL de dr 
+ AgD zal) — r O — D] = 1.2.3.0, 
KEARE 


3 BESAR AE PH A Oe A PEE 
MEE T Mtt CFT A, AER T E. MRAR TAE E 
BSL BRITA] AURA RE AR 8. HP eo. AH Herviside Rg 

1e> a 
A@ = | 
D < 
AR + 时刻 区 与 泊 车 间 责 的 偏差 
Z, A X ai M Ta n 


A æ< 


写 出 这 个 模型 的 微分 方 枝 。 
H: 
desi tT =Ay Cutt) 一 wp O D1 A] 


一 PZ, NN = Ji Jan 


前 后 控制 神 型 

© 9. 写 央 一 个 具有 延迟 的 线性 CFT 的 微分 方程 。 如 果 驾 驶 员 受 到 1? 他 和 化 前 而 
的 一 辆 汽车 前 相对 速度 的 刺激 ;2 他 和 他 后 面 的 一 辆 汽车 的 相对 速 炭 的 刺 
PEGs BARC IRE BOAR AS ok HA aA aE AANE E ERS 
fff 


4 ape, 
一 r Gt fs Ay Deaf) — tea ft) J+ Aa Lea 6 — a Or], 


n= 1,2 yc Ay > Ae D À. 
br Fy el 
10. 推广 第 守节 利 练习 4 的 结果 ,计算 o Ov 和 vste Bl AA AE 
13.5 的 结果 。 汽车 最 初 相隔 20ft。 各 | 果 求 举 标 x 六 的 对 束 谋 的 积分 基 在 计 
算 机 上 进行 的 ,那么 问题 或 许 就 比较 容易 了。 
1 


稳定 性 
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看 完 附 录 中 的 第 10. 3 PE RRS RE AT = 一 wz 这 种 情况 得 出 关于 稳定 性 的 
什么 结论 ? 


参考 文献 


{1} 


[2] 


[3] 


C4] 


[5] 


[6] 


[7] 


[8] 


[9] 


S, Bexelius, “An extended model for car-following , "T ransportatim Res, avol. 2, 
pp. 13— 21,1968. 
E. A. Bender and i.. P. Neuwirth, “Traffic flow ; laplace transforms,“ Amer. 
Marth. Monthty, vol. 80. ,pp. 417 — 423.1973. Readable by students; develops 
some details of stability theory. 
R. E. Chandler, R. Herman,and E. W, Montroll, “Traffic dynamics ;Studies in 
car-following,” Operation Res., vol. 6. pp. 165 — 184,1958. First paper on 
stability theory develops asymptotic stability for a number ol models; higher 
level than present module , but accessible to better students with some complex 
variable background. 
D. R. Drew, Trafi Flow Theory and Control. New York: McGraw-Hill, 
1968. A book on many aspects of traffic science besides car-[ollowing; lots of 
practical examples,many topics accessible to undergraduates. 
L. C. Edie, “Car-folfowing and steady-state theory for non-congested traffic,” 
Operations Res. ,vol. 9,00. 1.pp. 66—76,1961. 
Denos C. Gazis, “ Traffic flow and control; Theory and applications,” Amer. 
Seeatist, vol, 60.n0. 4.pp. 415—424, 1972. A survey article on traffic science, 
like a Scientific American article. E 
D. C. Gazis, R. Herman. and R. B. Potts, “Car-following theory of steady state 
traffic flow, "Operations Res, .vol.7,no. 4.pp.499—505,1959. Very readable; 
uses only algebra and simple integration. 
D. C. Gazis, R, Herman, and R. W. Rothery, “Nonlinear follaw-the-leader 
models of traffic flow s"Ojeration Res. svol. 9,00. 4+pp. 545—567,1961, 
H. Greenberg, “An analysis of traffic iow" Operations Res. avol 7.n0. 1.pp. 79 
—85,1959. 


[10] R. Herman-et al. ,“Traffie dynamics: Analysis of stability in car-following .” 


218 


Operations Res. avol. F, pp. 86 — 106, 1959. The defintive article on stability 
theory; nor accessible to average undergraduates. 

[it] Robert Herman and R. B. Potts, Single-l_ane Traflie Theory and Experiment, 
Theory af Traffic Flow. Amsterdam: Elsevier, 1961. pp. 120 — 146. Very 
readable summary of car-following without too many technical details; good 
source of experimental results. 

[12] G. Lee,*A generalization of tinear car-follawing, "Operations Res. .vol. 14.50. 
d pp. 595--606,1966. 

[13] G.F. Newell, Theories of instability in dense highway traffic, "J. Operations 

Res. of Ja part, vol, 5. pp. 9— 54,1962. 

Cis] L. A. Pipes,“ An operational analysis of traffic dynamics "rf. Appl. Phys vol. 
24.00. 3, pp. 274— 281.1953. The original paper on car-following:easily read 
by those with background to read this module. 

. [15] E. Tuck, *Stabiliry of following in two dimensions. "Operations Res. vol. 9, 
no, 4-pp. 479—495,.1961. 
fie] W. E. Wihelm and J. W. Schmidt, “Review of car-following theory,” 
Tran portation Engineering Jd. of ASCE, vol. 99.00. TE4. pp. 973 — 931, 
1973,A bibliographic survey ;easily read by students, 


教师 参考 


目的 ”运用 Laplace 变换 技术 研究 贤 序 汽车 模型 的 微分 方程 
和 微分 延迟 方程 .包括 关于 稳定 性 的 一 个 颇具 启发 性 的 讨论 ,其 中 
有 基数 学 方面 的 详细 内 容 放 在 附录 中 ,利用 初等 积分 推 异 了 流量 
关 和 于 密度 的 稳 态 方程 ,讨论 了 它们 对 于 其 它 交通 理论 的 重要 性 及 
HARAR. BB HO LS 的 区 别 ;经 是 通常 的 Laplace 变 
fh i Las? 不 要 混 计 不 稳定 竹 与 碰撞 ;它们 是 焉 独立 又 机 关 的 
问题 。 
“FIR PS eA Laplace 变换 的 微分 方程 ,直线 运动 
的 简单 运动 学 . 

时 间 ”如 果 学 生 也 读 一 点 本 章 的 话 ,三 次 讲授 足够 了 。 


第 13 章 
平衡 速度 分 布 


Donald A. Drew * 


1 速度 分 布 


在 交道 流 中 ,导致 个 别 驾驶 员 延 迟 和 受挫 的 基本 驾驶 过 程 之 
一 ,就 是 追 上 ( 即 从 后 面 千 近 ) 一 辆 较 慢 的 车 辆 .在 美国 常见 的 标准 
双向 双 车 道 公路 上 ,那些 试图 迅速 地 从 一 处 开 到 另 一 处 的 卡车 , 公 
共 汽 车 以 及 旅游 车 (“星期 日 驾驶 者 ”) 司 机 实际 上 往往 被 延误 。 

我 们 将 考察 在 一 条 很 长 的 双向 双 车 道 公路 上 追赶 和 超车 的 过 
程 ,要 研究 导致 一 辆 较 快 的 汽车 赶 上 一 辆 较 慢 的 汽车 的 条 件 ,必须 
有 共有 某 种 技巧 来 处 理 不 同 汽车 的 不 同 速度 。 我 们 所 用 的 概念 是 速 
度 空间 中 的 数值 密度 函数 。( 有 时 称 这 个 速度 空间 为 相 空 间 。》 

我 们 将 通过 某 些 例 子 来 探讨 这 个 概念 。 假设 我 们 以 速度 在 0 
一 10mih 为 一 类 10 一 20miAh 为 一 类 ;等 等 ;计数 公路 上 的 车 辆 。 
那么 ,如 果 用 条 形 图 描绘 这 些 数 据 , 就 得 到 图 13. 1(a)。 这 是 信息 
的 正确 形式 ,不 过 它 大 粗 糖 了， 
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我 们 再 来 取 关 于 车 数 的 数据 , 这 次 是 按 速度 在 0 一 5mixh 为 
一 类 ,5 一 10miyh 为 一 类 ,等 等 进行 计数 的 。 如 图 13, 14b) 。 我 们 注 
意 到 中 国 13. 1¢b) 1,20~ 30mi/h 的 车 辆 数 是 速度 在 20-~25mi/h 
的 车 辆 数 与 25~ 30mi/h 的 车 辆 数 之 和 。 

从 图 13.1 上 很 难看 出 两 个 图 中 所 描绘 的 数据 表示 同一 条 路 
上 的 同样 的 车 辆 集 . 如 果 我 们 描绘 出 稠密 度 , 即 与 一 定 速度 相对 应 
的 每 单位 速度 的 车 辆 数 。 那 么 ,这 两 组 数据 看 十 去 就 比较 相似 了 。 
由 速度 区 间 的 长 度 去 除 以 这 个 区 间 中 的 车 辆 数 ,就 可 以 得 到 车 辆 
数 密度 。 图 13. 2 描绘 出 对 应 于 图 13. 1(a) 和 13. 1(b) 的 车 辆 数 密 
度 。 


# 


10 20 30 gts FE 5 1015 20 25 30 35 io 45 20 Et 
(a? tb) 


PH 13.1 


- 在 绘制 车 辆 密度 时 ,并 
不 一 定 非 要 以 5-mi/h 为 区 
间 段 ;我 们 可 以 使 用 1-mi/h 
K fa} BZ. 0. 5-mi/h F |e] £k 
0. 1-mi/h 区 间 段 等 等 。 使 用 
AY DX fe) BS RR |. Bree oh AS BE 
度 空间 结构 就 越 详 细 。 因 此 ， 

区 间 段 越 小 趟 好 。 
我 们 注意 到 ,车 要 得 到 


mi/h 
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第 i 个 速度 区 间 中 的 车 辆 数 RU eS LU AE 
Ay; ; 
n = f; + Au; (13 
如 果 我 们 希望 计算 zx 到 on 之 间 各 种 速度 的 车 辆 效 n IR AMT 
每 一 个 子 区 间 上 的 车 辆 数 ; 求 和 
n= Sin; = SIF Au; l (2) 
其 中 求 和 是 对 ue 和 ww SAFER BEAT AD 
我 们 希望 用 关于 上 述 离散 数字 分 布 的 一 个 数学 抽象 来 进行 研 
究 。 设 了 (w) 为 速度 4 处 车 辆 的 连续 密度 分 布 , 它 是 经 过 令 Ae, 
对 车 辆 数 密度 作 抽象 的 过 程 得 到 的 。 如 果 a 和 w 是 任意 两 个 速 
度 ,那么 ,道路 上 速度 介 于 u 和 w 之 间 的 车 辆 数 由 下 式 给 出 


n= f Fondu : (3) 


一 般 地 说 , 密度 分 布 将 随时 间 而 变 。 同 样 ,如 果 我 们 考察 不 同 
的 路 段 ,我 们 就 希望 看 到 受 局 部 干扰 (如 一 辆 卡车 的 出 现 ,或 一 段 
弯曲 的 公路 ) 影 响 的 不 同 分 布 .这 种 对 时 间 和 空间 的 依赖 性 是 可 以 
想象 的 ,不 过 ,为 简单 起 见 , 我 们 将 假定 密度 了 仅仅 依赖 于 速度 ， 
而 与 空间 x 和 时 间 上 无关。 


2 iB at 


现在 ,让 我 们 把 注意 力 转 向 使 ftw) 具 体 化 的 过 程 , 妈 追 赶 和 和 
REHE. MBER LM PRRs. WHERE 
人 逆行 车 道 , 赶 到 较 慢 的 车 子 前 面 ,然后 返回 一 个 较 合 适 的 速度 。 

考察 以 速度 zx 行驶 的 车 队 。 车 辆 的 追赶 过 程 将 以 两 种 方式 改 
EUER e 行驶 的 车 辆 数 。 第 一 种 方式 ,一 辆 以 较 高 速度 ee ff 
驶 的 汽车 三 能 赶 上 一 辆 以 速度 “行驶 的 汽车 ,从 而 增加 以 速度 = 
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FR A. TE ae Pe A Be A A 
到 上 跟 在 其 它 车 辆 后 面 的 汽车 行列 中 (当然 ,这 辆 车 可 能 是 排队 中 的 
第 一 辆 车 )。 参 看 图 13. 3 PPE ERE “行驶 的 车 辆 数 的 方 
式 ,就 是 一 辆 以 速度 4 行驶 的 汽车 可 能 赶 上 一 辆 以 较 低速 度 < 
行驶 的 汽车 ,这 样 就 会 引 浊 以 速度 4 行驶 的 汽车 数量 的 损失 .参看 
图 13.3。 

现在 ,我 们 来 计算 一 下 


由 于 追赶 而 引起 的 汽车 数量 
的 变化 率 6. 设 ;一 0 时 ,在 点 全 一 人 一 
xz 处 ,有 一 辆 正 以 速度 * 行 x ž 
驶 的 汽车 。 让 我 们 算 一 下 在 “二 二 二 一 二 二 

时 间 区 间 Ae 内 , 赶 上 这 辆 汽 A BPM n>n B 


车 的 汽车 数量 .我 们 注意 到 ， 
在 区 间 At 内 ,所 有 具有 速度 

>u HF zx 一 人 一 电导 到 < 区间 内 的 汽车 将 在 x 处 赶 上 这 畏 
汽车 。 假设 在 一 段 长 工 的 公路 上 ,汽车 的 分 布 是 均匀 的 ,于 是 在 区 
[i] 2—(G—w) At 到 x 内 ,具有 速度 82>x( 每 单位 速度 ) 的 汽车 数量 
KEEDA LIO ,其 中 工 为 所 考虑 的 公路 段 的 长 度 , 这 种 汽 
车 的 总 数 为 


图 13. 3 


F SOA Fada. (4) 


这 样 , 赶 上 一 辆 已 知 速度 为 #\ 位 置 为 x 的 汽车 的 车 辆 的 总 数 增加 
率 就 是 这 些 汽车 的 总 数 除 以 时 间 区 间 点 ; 鼓 增加 率 为 
F (a 一 DFE) gg (5) 
L . 
要 得 到 由 于 追 土 前 面 的 汽车 而 以 速度 # 行 驶 的 汽车 的 增加 率 
C, 就 必须 以 找到 一 辆 位 于 z 处 速度 为 芷 的 汽车 的 概率 乘 以 这 个 
量 , 事实 上 ;找到 一 辆 位 于 x ORE Ae 的 汽车 的 概率 为 
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CONLRE P N 为 该 公路 段 上 汽车 的 总 数 ,! 是 一 辆 汽车 
的 长 度 ; 而 WI 为 一 已 知 汽 车 位 于 zz 处 的 概率 、 这 样 ,由 于 追赶 而 
造成 速度 为 x 每 单位 速度 ) 的 汽车 的 增加 率 为 


G= Kf ci fC Fd (6) 


Hp KSi/(NL)?, * 

我 们 可 以 就 这 个 积分 扩展 到 zz 一 ce 的 情况 进行 解释 。 我 们 希 
望 在 积分 中 包括 所 有 速度 大 于 zx 的 汽车 .这 样 ,在 任何 适当 的 情况 
下 ;我们 希望 对 于 >wu* ,有 f(z) =90, 其 中 是 一 辆 汽车 的 机 械 
HERR. 于 是 ， 将 积分 上 限 取 作 无 限 ， RT u" 的 精确 值 的 不 
确定 性 。 

现在 ,让 我 们 计算 一 下 ,由 于 赶 上 一 辆 较 慢 的 汽车 , 以 速度 
行 蚤 的 汽车 的 数量 损失 率 和 经。 再 考虑 一 辆 位 于 x 处 , 正 以 速度 zx 
行驶 的 汽车 ,并 考虑 区 间 x 到 zf 十 (wn 一 wx) 入 内 具有 速度 ee 
单位 速度 ) 的 汽车 数量 。 这 个 数量 为 


Cu — wate fla) 
F . 


(7) 


比 类 汽车 的 总 数 为 


f 4 a Tg, (8) 


如 前 一 样 , 追 赶 的 损失 率 为 
cz 一 Ke — BF Go faa. (9) 


* 此 处 这 样 的 说 明 不 太 妥 当 。 我 们 和 故 兴趣 的 不 应 是 在 踏 上 基点 vk TG AET 


成 的 速度 为 “的 汽车 数量 (每 单位 速 庶 ) 的 变化 ,而 应 基 在 整个 路 . 上 速度 为 eae 
BOR RE AE, FL HR RY HS NLD 而 是 PCD ,从 而 
DA 

SAO AAR 2 paH BE Te Be EA, At A EE 


SERRE Ay u A BY Si BC 2 fe A) 为 Kf” {E ofod <1. 一 一 幸福 
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结合 增加 率 和 损失 率 , 我 们 得 到 一 个 由 于 追赶 而 产生 的 关于 
{wu) 每 单位 速度 ) 的 净 变 化 率 


9=6— = K| a 0) Aada. (10) 
a 


3. 超 车 


现在 ,让 我 们 把 注意 力 转向 对 超车 过 程 的 分 析 。 没 赶 上 来 的 汽 
车 中 有 一 部 分 志 将 立即 超过 前 面 的 汽车 ,而 被 赶 上 的 汽车 基本 没 
受 影响 。 这 样 就 导致 了 速度 为 上 的 汽车 数量 的 损失 ,而 且 , 自 于 立 
即 超车 ,我们 有 一 个 负 的 变化 率 让 二 一 
另外 ,迎面 车 的 交通 
密度 .在 车 队 中 的 位 置 .以 TH 
及 希望 开 得 快 些 的 一 般 要 
求 等 ,都 将 会 产生 其 他 复 
杂 的 超车 过 程 .看 来 ,用 推 
理 的 方式 不 可 能 建立 这 个 
过 程 的 模型 .不 过 ,通过 假 
一 个 现象 学 模型 , 即 大 
体 上 是 一 个 像 我 们 期 待 的 
那样 运行 的 模型 ,就 可 避 开 这 个 困难 。 我 们 期 望 ,如 果 汽 车 能 够 保 
持 在 车 队 之 外 (追赶 的 结果 ) ,那么 ,它们 将 获得 一 个 期 望 速度 等 于 
五 (00) 的 分 布 -假设 如 果实 际 以 给 定 速 度 “ 行驶 的 汽车 数 比 想 要 以 
此 速度 行驶 的 欧 驶 员 人 数 多 ,那么 驾驶 员 将 要 作 超 车 。 所 氛 , 如 果 
了 ln) 之 fo(w) ;由 于 超车 ,将 会 出 现 一 个 以 速度 # 行驶 的 汽车 数量 
的 净 损 失 , 另 一 方面 ,如 果 以 速度 * 行驶 的 驾驶 员 比 想 要 这 样 做 的 
驾驶 员 少 ,那么 ,一 部 分 作 超车 的 驾驶 员 将 加 速 到 这 个 速度 ,这样 ， 
如 果 f() 之 fotw) ,由 于 超车 就 会 产生 一 个 速度 为 4 的 汽车 数量 


TAN fd <folw) 


Fg 13. +t 
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的 净 增 加 。 事 实 上 ,我 们 假设 , RUE ASRS eee 
AREA BERRE. SAA 13. 4. 
FE, SER ABE. OO (每 单位 速度 ) 中 的 改变 率 
为 
P, = A flu) — fu)). (11) 
EAR AR AAC, 量 1/4 通常 被 说 成 松弛 时 间 , 这 个 超 
车 过 程 称 为 松弛 。 


人 平衡 分布 
AFRE FEBER GO 的 着 变化 率 为 零 ) ,因此 ,由 追赶 
和 超车 产生 的 变化 率 的 和 为 堆 ， 
8—P,+P,=0 ` 
-a-—pki, GOSODODD S Gddutal fete —F Ce) ) (12) 
方程 23) 给 出 追赶 与 超车 之 问 的 一 个 平衡 。 求 解 SG). 
Jolu) 
fi) = ~ . (13) . 
-4 -esf CE wf (ada 
证 我 们 利用 (13) 作 一 些 定性 的 计算 。 注 意 到 ,对 于 
a PE Ga uw) fa)da< 0, (14) 
将 有 
Fen) < fy Ce). (15) 
H p< K>>O,A>0, 4S ¢rF 
本 fdu 
u > A, {16} 
f fCujdu i 


HP u 定义 为 公路 上 汽车 的 平均 速度 ， 
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WF <u. A fu <Solu). BORE RCS) HIP ERRE 
以 低 于 的 速度 行驶 的 车 辆 比 想 这 样 做 的 车 辆 允 TUAT u 的 
速度 行驶 的 车 辆 比 想 这 样 做 的 车 辆 少 。 这 个 预测 看 来 是 可 以 接受 
的 。 

在 试图 利用 (13) 进 行 预测 时 ,要 注意 的 问题 是 ;为 了 预测 ,我 

们 必须 确定 方 (站 的 合适 形式 ,以 及 确定 关 和 \ 的 合适 值 . 当 然 ,这 
些 量 依赖 于 交通 密度 , 它 是 由 公路 上 的 汽车 数量 N 决定 的 。 

另外 , 赁 猜测 ,对 于 4 和 2 的 适当 值 并 给 Soe) RT 
意 的 形式 ,我 们 能 够 对 流量 -密度 关系 作 某 些 预测 , 这 是 交通 流 理 
论 中 的 一 个 基本 部 分 ,关于 这 类 问题 有 一 个 相当 简单 的 计算 ,请 参 
看 练习 2. 

本 章 的 概念 首先 是 为 了 将 速度 分 布 发 展 为 沿 道 路 位 置 的 阔 数 
而 引进 的 。 控制 分 布 f(t,x,w) 的 偏 微 分 方程 与 统计 力学 中 研究 的 
Boltaman 方程 十 分 相似 。 这 种 类 似 对 交通 理论 家 和 统计 力学 家 都 
有 促进。 从 这 个 类 和 似 Boltzman 的 研究 中 ,大 们 已 经 得 君 关 于 交通 
流 的 一 些 令 人 感 兴趣 的 预测 ,请 参看 Prigogine 和 Herman 的 专题 
论文 。 不 过 ,在 数学 方面 还 须 做 一 些 细致 工作 。 


练 习 


LYE AD 一 Be OM gee Oo TERE ey ee a. 
(a) 画 出 这 个 分 布 。 
(b) 计算 
Taf Cuddle 

= 1 a . 

ffundu 
提示 :你 需要 一 张 各 分 表 或 上 "dz = a /2 这 个 事实 。 

2 DF 


i 


; (Cee ee nee 
fa) = 
° a, 1 ay Be oy, 
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共 中 忆 为 常数 。 

Ga) 页 出 这 个 期 望 的 速度 分 布 ， 

Cb) 计算 N 一 [A . 

ke) {R p= 5 AS, 04a, d= 5ft C= 500 000veh/ (mih), 
uı=20mi/h ,ne = 40mi/h, L= 20mi. 

D AEIOU PASAT ARATE e AAT 

GO AM e 的 这 个 近似 求 A 

d} pdswiswe A L BIETE it E ERR R POR RTC 的 一 个 

i 近似 。 利用 (b) RRC N 联系 起 来 ,并 夯 出 9 关于 NN 的 图 像 ,这 是 基本 
HRE- oe 
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教师 参考 


目的 ”本章 讨 论 在 长 距离 公路 上 车 辆 的 超车 和 追赶。 在 速度 
空间 中 我 们 强调 了 平衡 概念 ,这 在 通常 的 应 用 问题 中 并 不 多 见 

预备 知识 ” 微 积分 ,概率 密度 ;以 及 熟练 的 积分 技巧 。 

时 间 2 个 课时 足 可 以 介绍 完 本 章 的 内 容 。 


第 14 章 


Donald A. Drew * 


lL cK F 程 


ME RTE EREE TA. eB RLS 
汽车 流动 , 它 的 特征 是 :这 上 段 公路 ( 像 瓶 颈 似 的 ) 的 长 度 与 汽车 局 的 
PERM ILKBE. Alte etAr. ORE t Aa e Bet 
Ar 之 间 的 汽车 数量 (参看 图 14.1), 我 们 假设 存在 六 (x,t, 使 得 对 
任意 rAr ,和 | 

riar 


nar wx + Art) = 上 RCE Dd. (1) 


注意 ,根据 微 积分 的 基本 定理 ,如 果 * 是 连续 的 ,那么 


Mat) = lim naa E Arad, + Art) 


在 对 感 兴趣 的 情况 建立 适当 的 模型 时 ， “RADIO 是 连续 的 。 
用 无 穷 小 术语 讲 ,在 就 是 :时刻 z 与 7 十 4x 间 的 无 穷 小 长 度 
中 每 单位 长 度 上 的 汽车 数量 。 * 的 经 验 值 可 由 公路 的 空中 照片 确 


* Department of Mathematical Scienccs, Rensselaer Polytechnic Institute, Troy. 
NY 12181. 
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定 。 我 们 选取 某 个 “微小 (无 穷 小 的 ) 长 度 Az, 算 出 x 与 + 十 4x 之 
间 的 汽车 数量 ,然后 用 Ac 除 之 。 

现在 ,我 们 来 定义 流速 o. 简单 地 讲 , 流速 就 是 :时 刻 通 
过 点 x 的 汽车 数量 ,因此 ,在 t 时刻 到 i 十 入 时刻 期 间 , 经 过 点 工 的 
HB QR 


加 (CE + At) = i q(x, 2)d?, (2) 
根据 微 积分 基本 定理 ,有 
g(t) = lim Uart tA (3) 


q 的 经 验 值 可 由 计时 大奖 得 ， 这 个 计时 髓 记录 下 汽车 经 过 点 
的 时 间 。 我 们 选取 某 个 “微小 的 "4, 算 出 在 上 Bet Ae MAH = 
的 汽车 数量 ,并 用 A RZ. 

现在 ,我 们 考虑 这 段 路 上 车 辆 的 平衡 或 守恒 问题 ,让 我 们 孤立 
地 考察 点 P) rtr 这 一 段 路 上 汽车 数 最 的 改变 率 。 

所 谓 平衡 律 是 指 :在 一 段 路 上 汽车 既 没 有 生成 也 没有 消灭 ( 忽 
上 咯 碰 撞 !1)。 这 样 ,车 辆 守恒 就 要 求 在 x 到 < 十 Ax 之 间 汽 车 数量 的 
增加 率 等 于 这 段 路 上 汽车 的 流入 素 减 去 流出 率 .于 是 ,对 于 任意 时 


Ait, 


这 就 是 z Bl c+ Ax 这 段 路 上 的 基本 守恒 律 (平衡 律 ), 它 是 对 
路 面 的 决 镜 拍 照 (参看 图 14. 1) 中 看 到 的 平衡 的 一 种 措 述 。 RINE 
意 到 


atar ef ar 
ral Cè dè 一 f K eta (5) 
Fl Ax PRA SS azr~0, 于 是 ,有 
dott aK — girt) ~ glr T Ari) 
lim x) K a, Dd lim Ag (6) 
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i 

! 

x r+ar T 
14.1 FH -EJA e AU RET A 


根据 微 积分 革 本 定理 ,左边 的 极限 恰好 是 (3K/1ai (z.D ,而 根 
BRE 右边 商 的 极限 是 一 (ao/ar)(z,5. 这 样 ,我 们 得 出 
微分 形式 的 平衡 律 

| Kalo, (7) 
这 个 方程 告诉 我 们 ,各 点 < 的 密度 是 如 何 随 流量 9 及 时 变化 的 。 
因此 ,要 预测 上 如 何 变 化 ,必须 了 解 男 一 个 变量 a. 

定性 地 讲 , 这 个 方程 是 正确 的 ,为 明白 起 见 ,考虑 下 面 的 意向 
试验 ,如 果 aa/az<0, 那 么 ,在 z 的 某 个 领域 中 4 是 递减 的 ,而 且 对 
某 个 很 小 的 正 数 oqat e DAE g(a est). 这 样 ,流出 这 一 路 自 
的 汽车 就 比 流 人 的 少 ,因此 ;在 此 附近 必须 及 时 增加 , (7) 就 是 从 
数学 上 说 明了 这 种 情况 。 

注意 , 现在 我 们 有 两 个 未 知 孙 数 《 Mo 但 是 只 有 一 个 方程 
(7 。 因 此 ,这 个 系数 是 不 确定 的 。 稍微 思考 一 下 我 们 就 会 确信 ,在 
这 一 阶段 ,这 种 不 确定 性 是 必要 的 。 毕 竞 ,我 们 基本 上 还 一 点 没 利 
用 这 样 的 事实 , 即 我 们 正在 想 建 立 车 辆 交通 模型 ,这 种 密度 和 流量 
也 可 以 是 河流 中 污染 物质 的 浓度 和 流量 , 一 根 长 棒 中 的 热 或 电线 
中 的 电子 或 几乎 任何 一 种 一 维 状态 中 的 流动 。 

我 们 需要 更 多 的 反映 车 辆 交通 特性 的 方程, 这 些 方程 可 以 是 
平衡 方程 (或 许 是 关于 d/d| ge de 的 方程 ) 或 只 是 关于 附 


x 
+ 
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近 实 际 情 况 的 经 验 数 据 的 抽象 。 如 果 我 们 使 用 经 验 数据 ,那么 ,这 
些 数 据 含 有 (我 们 希望 1) 关 于 实际 情操 的 基本 成分, 我们 称 这 样 的 
关系 为 基本 方程 .对 于 这 种 交通 流 问 题 ,我 们 有 许多 这 种 形式 的 数 
据 , 它们 可 以 描绘 出 流速 与 密度 的 关系 (9 作为 大 的 函数 ): 如 图 
14. 2 所 示 ( 参 看 练习 1). 


t "T+ 
. 50 起 100 tao 150 200 4; 


图 14.2 HRSA RR 

BORE. RPE 1570W). 值得 注意 的 是 , 当 上 很 小 时 ,汽车 的 
流量 随 上 增加 而 增加 ,而 当 & 赵 近 拥 挤 审 度 Eg F 225 
vehymi ”时 ,流量 减 小 到 零 。 在 大 约 75vehymi 处 出 现 最 大 流速 
1 500veh/h. 

人 们 已 经 得 到 许多 不 同形 式 的 适合 这 些 数据 的 e4&)》. 有 具有 
上 述 一 般 特 性 的 简单 形式 ,也 有 精确 度 很 高 的 其 它 形式 。 其 中 ,一 
个 较 简单 的 模型 就 是 Greenshields 模型 : 


k 
Be 


这 里 ,wf 表示 这 段 路 上 的 (经 验 的 ) 自 由 速度 (一 辆 汽车 独 自在 公 
路 上 行驶 时 的 速度 ) , 志 是 拥挤 密度 ( 见 练习 2》， 


q = ukl 一 


”， 拥挤 密度 4; ak SP ET. RA LA 
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2. 于 扰 的 传播 


现在 ,我 们 来 考虑 在 一 条 很 长 的 公路 上 交通 密度 的 演变 。 首 
F RARR è Er 和 i Ao 是 的 函数 (图 14. 2) -根据 计 算 
Og (hk) ax 的 链 式 法 则 ,可 将 (7? 重 新 写成 


ak dg 4 
x de z 70 (8) 


考虑 x 一! 平面 中 的 一 条 曲线 一 X(t) ,为 常数 ,我们 称 这 样 
的 曲线 为 8) 的 特征 曲线 , 它 清 足 隐 函数 关系 


kirle.) 一 党 数 (9) 
函数 zt) 还 满足 方程 

ak _ dz 

a dp æ = 0 (10) 


这 个 关于 上 的 微分 方程 是 对 (9) 进行 微分 后 得 到 的 ,这 里 我 们 再 次 
利用 了 链 式 法 则 . 沿 着 一 条 特征 曲线 ,&z 同时 满足 68) ACD. 
因此 ' 沿 着 特征 曲线 必 有 

dz _ dg an 
由 于 在 一 < 人 (上 点 是 常数 ,所 以 dy 中 也 是 常数 ,对 (11) 求 关于 
的 积分 ;立刻 就 可 以 得 到 特征 曲线 条 方程 


z= [P] t zo (123 


既然 在 每 一 条 这 样 的 曲线 上 “都 是 常数 ,那么 ,每 一 条 曲线 者 是 直 
线 。 注 意 ,我 们 自始至终 假设 dg/dk>0. 

如 果 我 们 知道 :=0 时 xz 处 的 & 值 ,那么 ,在 直线 了 一 (dayd 六 
+r 上 ;各 点 处 的 值 都 与 xo 处 的 值 相同 。 FEA r Alc 来 表示 
就 有 roma (dg/de)t. 这 样 

Rast) = hzos0) = kf æ — 4,0). a3 
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如 果 给 出 初始 时 刻 = 0 的 车 辆 密度 4, 解 差不多 就 可 由 于 下 面 的 
关系 式 确定 


k(x, t) = 4| z — Peo). (14) 


MZIMA I 


图 14.3 常数 的 曲线 {特征 曲线 )( 对 十 与 给 定 直线 有 
关 的 下 的 特定 值 ,直线 的 斜率 由 dg/dk $ idi) 


考虑 图 14. 3 中 从 =0 的 邻 域 中 发 射出 的 直线 。 如 择 把 这 些 
直线 延伸 ,它们 将 会 相交 。 在 它们 的 交点 处 ,这 个 方程 给 出 的 两 
个 不 同 的 值 。 实 际 上 ,这 种 情况 是 不 会 发 生 的 ， 执 此 , 沿 着 在 某 点 
《zi 二 ) 处 相交 的 任何 两 条 特征 曲线 偏 微分 方程 不 可 能 处 处 成立 。 
稍 如 思考 便 了 可 知道 ,至 少 在 一 条 特征 曲线 上 的 革 处 , 解 一 定 是 不 连 
续 的 。 我 们 将 简要 地 讨论 不 连续 点 的 位 置 ,在 讨论 之 前 ,我们 注意 
到 ,间断 点 (z, 让 的 集合 必定 使 每 一 条 给 定 的 直线 与 其 它 所 有 将 与 
之 相交 的 直线 (由 于 不 连续 性 ) 相 分 离 。 另 外 ,可 用 4 的 两 个 不 同 值 
来 预测 相交 点 。 这 说 明 不 连续 点 一 定 不 止 一 个 ,显然 是 x 一 ! 空间 
中 的 一 条 曲线 ( 见 图 14. 4)。 我 们 称 这 条 由 不 连续 点 组 成 的 曲线 为 
一 次 冲撞 ， 
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wii 


x 


图 14.4+ PER A aye a 


3. yF 18 


W TIR he AHO RIT ER. BS 
推导 平衡 条 件 。 考 虑 位于 x, 一 8 Sate 之 间 的 一 段 道路 ,其 中 这 
为 溃 醒 的 位 置 ,e ARMED AT IESE RS. A opii pent i Te BN. BT 
PA, THR AY Pe Be th BER I] Tig BS. RINA ER FEE 
流出 时 ,必须 说 明 这 个 移动 。 

首先 我 们 注意 到 ,因为 路 段 很 短 : 在 它 上 面 基本 上 找 不 到 车 
辆 ,因此 , 流 人 率 与 流出 率 相等 。 

让 我 们 来 计算 经 过 端点 Ote 流出 该 路 段 的 速率 。 考 虑 # 
Al e+ Ae 两 个 时 刻 的 道路 ,其 中 Ar 很 小 (参看 图 14. 5) 。 这 期 间 流 
出 该 路 段 的 汽车 总 数 可 通过 将 此 间 经 过 工 十 。 的 流量 减 去 由 于 端 
点 称 到 e GHA) +e 处 而 未 能 驶 出 该 路 段 的 车 辆 来 计算 。 

这 样 ,流出 该 路 段 的 汽车 数量 是 

gir, G) Et — klax kt) Het (att + At) — x(t). 
(15) 
(注意 ,我 们 用 的 是 流速 和 密度 在 : 时刻 的 值 ,这 种 近似 并 非 必 要 ， 
我 们 也 可 以 用 时 间 z 的 其 它 值 作 代表 。) 
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arta rt) 
1 PP rn) 
_ 通过 的 汽车 


1 1 
xl? a Cte: 


图 14.5 ate SPERM IH 
要 计算 车 辆 流出 的 速率 ,必须 用 4 除 以 土 式 并 令 A> 0. F 
是 ,车 辆 的 流出 率 是 


glx, + est) — ala, 4 est) Eee), (16) 
类 似 地 ,在 一 一 * 处 ,流入 率 的 计算 由 下 式 给 出 | 
g(a, 一 €,t) — &{ 2, e,r) See), (17) 


因为 ,在 这 段 路 上 没有 车 辆 增加 和 和 般 坏 , 因 此 ,两 个 流量 速率 
的 差 必须 等 于 x, 一 到 zc. te 这 段 路 中 车 辆 的 累积 率 。 令 ce 一 0, 如 
困 我 们 希望 没有 车 辆 积累 ,那么 (16) 中 的 流出 率 必 须 等 于 (17) 中 
的 流 人 率 ”。 

于 是 ,我 们 有 


* ERAS 6) HALA SS F 17> piyi". —— BRE 
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lal — [el SF = 0, (18) 
其 中 
i= Bm[ A zt et) f(x, — Eet] 
ERR feet op pe ab URE 
于 是 冲撞 的 速度 dz. /de BE Lee.) — 6) ]/ Ce, — 2D 给 出 ， 
其 中 心 和 后 是 冲击 波 前 后 的 密度 我们 注意 到 
qcks) 一 gk1) /C8 一 起 ) 是 流量 -密度 图 中 ,连接 点 (hh ,9&7 RI 
(krrq a)) AY aK ASR SE CHA 14. 2), 
$2 gO (8 FA Greenshields 关系 ,我 们 得 到 
qk.) — gk) 1l [ag 
k, — k 2 Ldk 
所 以 冲撞 速度 dzyd fe Ze ee Sa Ah AA E No FF GE ih ER ARER RI F E 
E ARR BEE A A Se BRP Aa L f h ERA E Ia 
特征 曲线 和 冲撞 。 
鲍 如 ,我 们 来 考虑 交通 峰 "的 蔓延 。 如 果 这 种 蜂 如 图 14. 6 Cb) 
所 示 ,那么 图 14. 6(a) 就 描 出 了 其 特征 曲线 ,我 们 看 到 ,在 > 一 0 周 
围 的 基 个 地 方 一 定形 成 一 个 冲撞 .并 持续 地 与 一 对 灶 特 征 曲 线 效 
于 它们 的 学 均 斜 率 处 。 
图 14. 6 所 示 的 情况 对 应 着 Ak, AYRE a, 对 
应 着 最 大 流量 。 如 果 我 们 考虑 密度 大 于 ku ARA wE E S E, 
BHR 3. 
PORTA do /dt 是 冲 擅 的 蔓延 速度 ,与 单个 汽车 的 速度 
无 闫 。w4 二 gq/ 上 定义 的 平均 交通 速度 对 于 0<R< 汪 :其 值 总 是 正 的 。 
PAE i MPH EE Ee Ba Th KT PE. 


dg 
AD + Rk |. 
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a qm T 


(c) t= 


碰撞 


Cd) f= 


图 14.5 MENER 
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1. 给 定 下 列 数 据 


&(veh/mid -F onish) gtweh/hy 
33 3I 023 
43 26 1 D18 
13 27 1 361 
48 23 1 104 
50 26 1 300 
52 12 1 to4 
86 12 112 
88 LL 078 
103 10 1 030 
06 19 1 060 
107 10 £ 970 
110 8 580 
110 9 990 
14 1 026 
18 9 1 062 
19 a 1071 
1.9 9 1 071 
121 9 1 089 
134 8 1 072 
135 8 1 980 
137 8 1 096 

利用 最 小 平方 拟人 台 ， 


a) Greenshields 模型 
a= uk] — kki) 
b) Greenberg 模型 
q = game 直下) 
N 
BE DPR er H k AD) Lav k — kk T ER Gog BR 
i=l 
eH, 
2. AFF Greenshields HH REAR. EEA MRE TEA 2 Oe a 
3. 考虑 图 14.7 SAAR eH HG Ak, 图 14, 7Cb) 给 出 了 :很 小 时 
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的 特征 。 利 用 你 对 冲 撤 构 成 的 直觉 , A HT A ee See eB HF da fal fe 
i. 


(a) 


(a) r= SRE 


A ahu AL 


Ch) a a) ee RE 
图 14.7 


S$ = XM mM 


[1] 


C2] 


F. A. Haight. Mathematical Theories of Traf jie Fimo, New York: Academic, 
1963. This book is nicely mathematical quite general and not too hard to read. 
Te is somewhat dated. 

D. R. Drew, Traffic Flow Theory and Contrin, New York, McGraw-Hill, 
1968. No relation, A very general. readable book. Tt has many simple but 
important calculations pertaining to different aspects af highway design. 


D.C. Gazis. Traffic Science. New York; Wiley-Inters-ciences 1974. Chaper I, 
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written by L. C. Edie.deals with flow theories and is quite up ta date. 

[4] D. L. Gerlough and M. J. Huber, raffi Plow Theory, A Monograph Special 
Report 165, Traffic Research Board, National Research Council. Washington, 
D, C,1975. Everything you always wanted to know abour traffic flow theory 
and more. This is an expensive paperbound monograph which synthesizes and 
reports,in a singe document, the present stale of knowledge in traffic [low 


theary. Not for children. 


a Wi 参考 


目的 ”本 章 介 绍 了 推导 运动 守恒 方程 所 须 的 基本 平衡 概念 ， 
讨论 了 交通 流 的 基本 方程 。 为 说 明 模型 5 以 及 物理 状态 ?的 复杂 性 ， 
根据 一 些 初步 原理 推导 出 并 运用 了 一 阶 偏 缴 分 方程 的 特征 曲线 。 
这 一 章 主要 是 强调 建 模 思想 。 

预备 知识 ”多 元 微 积分 和 微分 方程 以 及 某 些 更 高 深 的 知识 将 
会 增进 读者 对 本 章 模 型 的 了 解 。. 

时 间 3 课时 。 


AE 3 
第 Y 部 分 


Mi Piom NN A B Pd oe 


Ese 相互 制约 类 : 
stun ters 非 线性 系统 
的 稳定 态 


第 15 章 


在 第 一 次 世界 大 战 期 间 , 为 什么 地 中 
海 的 区 鱼 被 捕获 的 百分比 惊人 地 上 逢 


Martin Braun“ 


20 世纪 20 年 代 中 期 ,意大利 生物 学 家 Umberto D' Ancona if 
究 了 相互 制约 的 各 种 鱼 类 群体 的 变化 情况 ,在 研究 过 程 中 ,他 倡 然 
注意 到 了 第 一 次 世界 太 战 时 期 ,在 地 中 海 不 同 港口 横 获 进 港 的 几 
种 鱼 类 的 数量 占 总 数 百 分 比 的 数据 ,特别 地 ,这 些 数据 给 出 了 软骨 
fa CE fh EE HA. EAE HB RB BY OSL TR HE 
不 像 食用 鱼 那 么 合乎 人 们 的 需要 。 关 于 Rijieka( 里 耶 卡 , 属 南 斯 拉 
R 一 译注 ) 港 1914 一 1923 年 间 的 数据 如 下 : 


1$14 191$ 1916 19i7 1918 1919 1929 1921 1922 1923 
11.9% 21.444 22.1% 21.2% 36.4% 27.3% 16.01 15.9% 14.8% 10.7% 


在 战争 时 期 ,捕获 几 种 软骨 鱼 的 百分比 如 此 大量 的 增长 , 曾 使 
D Ancona 困 惑 不 已 。 明 明白 白 的 ,他 断定 竺 种 软 表 鱼 的 百分比 的 
增长 是 由 于 在 这 个 时 期 大 大 地 降低 了 捕 鱼 的 强度 ,然而 , 拙 鱼 的 强 
度 双 是 怎样 地 损害 着 鱼 群 的 呢 ? 这 个 问题 的 答案 对 于 研究 物种 竞 
争 中 各 自 怎 样 为 生存 而 斗争 的 DD Ancona 13} HRA. EX 


* Department of Mathematics, Queers College, Flushing, NY 11467. 
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业 生产 也 有 很 大 关系 ,因为 这 显然 水 及 到 该 采取 什么 办 法 来 捕 鱼 。 
食用 鱼 和 软骨 鱼 的 区 别 在 于 ,软骨 鱼 是 捕食 者 ,而 食用 鱼 是 软 
上 骨 鱼 的 捕获 对 象 ;软骨 鱼 依靠 着 食用 鱼 而 生存 。 起 先 ,D' Ancona, 
以 为 这 就 是 造成 战争 期 间 软 骨 鱼 大 量 增 长 的 原因 。 由 于 在 这 个 期 
间 捕 鱼 的 强度 大 大 地 噬 低 了 ,软骨 鱼 就 可 以 得 到 更 多 的 捕获 物 了 ， 
因此 它 也 就 快速 地 增殖 和 苗 壮 地 成 长 起 来 .然而 ,这 种 解释 并 不 是 
无 区 可 击 的 ,因为 在 这 期 间 食 用 鱼 也 更 丰富 了 。Dr' Ancona 的 分 析 
仅仅 表明 , 当 摘 鱼水 平 降低 时 ,可 以 得 到 更 多 的 软骨 鱼 ;但 不 能 解 
释 为 什么 降低 捕 鱼 水 平时 , 比 起 捕获 对 象 来 ,会 更 有 利于 捕食 者 。 
详尽 无 喧 地 研究 了 对 于 这 种 现象 的 各 种 可 能 的 生物 学 的 解释 
之 后 ,D' Ancona 求助 于 他 的 同事 一 一 著名 的 意大利 数学 家 Vito 
Volterra, 希 望 Volterra 能 使 软骨 鱼 和 它们 的 捕获 对 象 ( 即 食用 鱼 ). 
增长 的 数学 模型 公式 化 ,而 且 这 模型 还 将 为 D Ancona 的 问题 提 
HRE. 在 研究 这 个 问题 的 过 程 中 ,VYolterra 首先 把 所 有 的 鱼 类 分 
为 被 捕食 者 鱼 群 zx( 世 和 捕食 者 旬 群 yO. RA ERR AR 
用 鱼 不 那么 密集 及 其 食物 又 丰 , 于 是 它们 之 间 并 不 为 食物 而 剧烈 
地 竞争 。 因 此 ,在 没有 软骨 鱼 的 情况 下 ,食用 鱼 将 服从 马尔 萨 斯 
(Malthus) PA BKB mar Kha 为 某 个 正常 数 。 其 次 ， 
Volterra AW TESTA HRS SRM ASS AD 
BRA bry FP o HETES. All t=ar— bry. He, 
Volterra 断定 捕食 者 既 有 一 个 正比 于 它们 现存 数目 的 固有 的 减少 
率 cy 也 有 一 个 正比 于 它们 现存 数目 y 和 它们 的 捕 效 对 象 z 的 增 
Ke bry. 于 是 ， 
dz ae — bry, dy yt bry. 《17 
di dt 
WR 48) T 8 Ae OL FC th A ZN 
相互 影响 的 关系 。 我 们 将 仔细 地 分 析 这 个 方程 组 以 及 得 到 它 的 解 
的 某 些 有 趣 的 性 质 。 然 后 再 在 我 们 的 模型 中 计 人 捕 鱼 的 影响 ,并 说 
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明 : 比 起 食用 鱼 来 ,为 什么 降低 捕 鱼 水 平 更 有 利于 软 肯 鱼 。 事 实 上 ， 
我 们 将 得 到 一 个 意外 的 结果 一 -降低 捕 鱼 水 平 ,实际 上 对 食用 鱼 
ASH. 

首先 ,注意 到 方程 (1) 有 两 个 平衡 解 2) =0,y)=0 Ml ele) 
=c/d,y@)=a/b: 自然 ,对 第 一 个 平衡 解 ,我 们 是 没有 兴趣 的 。 这 
个 方程 组 也 有 解 族 rO Sre v0) = 0 Al eC) =0, yt) = ye 
于 是 ,zx HA y 轴 两 者 是 人 1) 的 轨道 。 这 意味 着 ,在 时 刻 上 2 由 第 
一 象限 *>0,y>0 开始 的 (1 的 每 一 个 解 二 (0 ye), 对 于 未 来 的 
一 切 时 刻 ee ty TGR SA 20, y>. 

MT royo MABRY WE 

dy _ = cy + bry  yC—e¢ tdr) 


J ee — (2) 
x co bry xa by) 
的 解 曲 线 。 这 个 方程 是 可 分 离 变 量 的 ,因为 我 们 可 以 把 它 写 成 
a— by dy 一 上 < 十 dz 
y dz x i 


Fiy) 


gir) 


cjd 


图 15, 1 
国 此 , alny — by + clang 一 dx = à 其 中 心 为 其 个 常数 在 这 个 
方程 两 边 取 指数 ,得 


ak. (3) 


HPK 为 某 个 常数 。 于 是 (1) 的 轨道 是 由 (3) 定 义 的 曲线 族 , 且 这 
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些 曲线 族 ,正如 我 们 马上 要 证 明 的 ,是 封闭 的 。 

引 理 1 对 于 zy>>0, 方 程 (3) 定 义 了 一 族 封 肝 曲 线 。 

证 明 第 一 步 , 当 <#*>>0,3y>0 时 确定 函数 f(y) 二 yfe* 和 
StzZ) 一 2je 的 特性 。 为 此 ,注意 到 £00) =0, Aco) 一 0, 且 当 y>0 
时 f(y} 也 大 于 零 ， 计 算 

fry= ow byt a by) 
我 们 看 到 , f(y) 在 y=a/b AA EBRA. A 73) 在 
y 二 a/6 处 达到 它 的 最 大 值 M, = Cav8)"/e', 而 f(y) 的 图 像 有 图 
15. 1{a2 所 示 的 形状 。 类 的 地 ,g (x) 在 z=cid 处 达到 它 的 最 大 值 
MM 一 te/d) "je' ,而 g(x) 的 图 像 有 图 15.1(b) 所 示 的 形状 。 

让 以 上 的 分 析 可 推断 出 , 当天 >MM 时 , DORA rya 的 
解 ,而 当下 二 MM, 时 ,有 唯一 的 解 x+=c/d yoa/b. 这 样 ,我 们 只 
TAB K= AM, 的 情况 ,其 中 4 是 小 于 M 的 一 个 正 数 。 先 注意 
到 ,方程 fe? =A OR ca, cid, MS — PARR x= ay > 
cid, 因此 , 当 小 于 zw RAF zw 时 ,方程 


SQ) = ye? 一 | Arm, 


没有 解 y. 当 工 二 zw 或 xw 时 , 它 有 唯一 的 解 y= a/b. 而 对 于 介 于 
En 和 zw 之 间 的 任 一 个 z, 它 有 两 个 解 nz 和 yd. 较 小 的 解 
on Cr) FARE EG a/b 小 ,而 较 大 的 解 ye) FRE a/b 大 。 当 = 趋 于 或 
É Ea BB ru By GOR y CORAT a/b. 因此 ,由 (3) 定 义 的 曲 
线 , 当 z My KES A, AAA 15. 2 所 示 的 形状 ,此 外 ， 
这 些 闭 曲 线 ( 除 z= 二 c/d,y=a/6 以 外 ) 中 ,没有 一 条 包含 (1) 的 任何 
平衡 点 。 因 此 。 当 r(A yO EER, (1) 的 一 切 解 x(2) ,yt 都 
是 时 间 的 周期 函数 。” 换 旬 活 说 ,xC0) 和 y(0) 为 正 值 时 的 (1) 的 每 


* 这 个 命题 的 详细 证 明 见 [3] 的 4.6 节 。 
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一 和 解 ra) ya) Ag 2G) =2Q A y+ = yO HER. 
ET 为 茶 个 正 数 。 
D' Ancona 的 数据 确实 
是 捕食 者 每 年 的 年 平均 数 。 
这 样 ,为 了 把 这 些 数据 和 (1) 
所 预测 的 结果 进行 比较 ,我 ” >) 


们 必须 算出 (1) 的 任 一 个 解 


syi R FHE”. 值得 pn “cfd zm 
注意 的 是 ,尽管 我 们 不 能 精 图 15. 2 
MHA zal ye). A l 


可 以 求 得 它们 的 平均 值 。 这 就 是 引 理 2 的 内 容 。 

引 理 2 设 z(0) ,yt) 是 (1) 的 一 个 周期 解 ,具有 周期 1>0. 
定义 工 和 2? 的 平均 值 为 | 

T= F rede. y = pf yod. 

那么 ,区 一 c/q A j=a/b. Raira Fe yO A ER 
fi. 

证 明 Hr ARO PE BA t/a—a—by, 
于 是 


LP zu) Lf . i 
Fl, cay ~ T) T bye) d, 


令 | zcoyzcod 一 lnztt) 一 Inz00) ,因为 zt 一 4210) 于 是 这 
个 等 式 等 于 零 。 因 此 
Lf oyode = Ff ade =a, 

于 是 ,3=a/B5。 ZMH AD Ty RCD) 的 第 二 个 等 式 的 两 边 并 从 


0 到 了 进行 积分 ,可 得 亏 一 cya. 
现在 ,在 我 们 的 模型 中 ,可 计 人 捕 鱼 的 影响 了 .注意 到 , 捕 鱼 使 
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“BS FAA ee FE ER. 软骨 鱼 总 数 按 ey HEER 


D. WA © 反映 着 捕 鱼 的 强度 ; 即 海 上 的 船只 数目 和 水 中 网 的 数 


目 。 这 样 , 直 实情 况 就 用 修正 过 的 微分 方程 组 
Of = ax — bay — ex = (a — EJT — bry, 
(4) 
dy =— cy + dzy — ey =— (e -+ e)jy + dry 
来 描述 了 。 对 于 ae 0, pae ae eE ctet E 
ARIES SBR. PU OM yO THENE A 
z=, y= te. (5) 
PA EER DHT ee Ce <a), SEL ARE FB OR RE 
均 数 来 计算 ) 在 增加 ,而 软骨 鱼 的 数量 ( 按 平均 数 来 计算 ?在 减少 。 
相反 ,降低 捕 鱼 水 平 ,那么 , 按 平 均 数 来 计算 ,软骨 鱼 的 数量 在 增 
加, 而 食用 鱼 的 数量 在 减少 。 这 个 不 平常 的 结果 称 为 Volterra 原 
H, CHET DV Ancona 的 数据 ,并 完全 解决 了 我 们 的 问题 。 
Volterra 原理 在 杀 虫 谢 的 研究 中 已 有 惊人 的 应 用 。 这 种 杀 电 
剂 妈 消 灭 昆 虫 中 的 捕食 者 , 志 消 灭 昆 出 中 的 被 捕食 者 .这 意味 着 杀 
虫 剂 的 使 用 ,将 使 那些 由 扶 仿 尾 由 者 控制 着 的 昆虫 实际 上 增加 起 
来 。 一 个 值得 注意 的 例证 ,来 自 像 棉 垫 一 样 柔软 的 介壳 虫 ( 吹 棉 
Wr). 1968 年 , 它 偶然 地 由 鳞 大利 亚 传 人 后 ,威胁 闭 美 国 的 柠檬 生 
产 。 随 后 ,引进 了 介壳 虫 的 澳大利亚 天 然 捕食 者 一 -一 种 蒜 虫 ( 澳 
浏 杜 虫 ), 使 介壳 息 减 少 到 很 低 的 程度 。 当 DBDT( 注 滴 洋 ?被 发 现 并 
用 来 消灭 介 先 虫 时 ,果园 主 就 想 用 它 来 进一步 减少 介壳 虫 。 可 是 ， 
按照 Volterra 原理 ,这 只 会 使 介壳 虫 增加 起 来 ! 
说 也 奇怪 ,许多 生态 学 家 和 生物 学 家 不 愿意 把 Volterra 的 模 
型 作为 准确 的 东西 接受 . 他 们 指出 , 按 Volterra 模型 预言 的 摆动 的 
情况 ,在 大 多 数 捕食 者 -被 捕食 者 系统 中 是 观察 不 到 的 。 HR KE 
数 这 样 的 系统 ,当时 间 延 长 下 去 时 , 趋 于 平衡 状态 。 装 于 这 些 评论 
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RA) RNASE AOPRA DFARS RHA 
者 相互 制约 的 一 般 模型 。 这 是 因为 ,食用 鱼 和 软骨 鱼 并 未 为 了 有 用 
的 资源 而 在 各 自 内 部 进行 剧烈 的 竞争 ,更 一 般 的 搬 食 者 -被 捧 食 者 
相互 制约 的 模型 是 微分 方程 组 

à = az bry = er", y =— cy + day — fy. €6) 
AP ex? 项 反映 了 被 捕食 者 x 由 于 有 限 和 的 外 部 资源 而 进行 的 内 
部 竞争 ,fy 项 反映 了 撒 食 者 之 间 由 于 有 限 的 被 朱 食 者 而 进行 的 
竞争 。(6) 的 解 ,一 般 来 说 不 是 周期 的 。 实 际 上 , 当 e 和 了 均 为 正 数 
时 :可 以 证 明 ( 稍 许 困 难 些 ), (6) 的 所 有 解 近 似 于 平衡 解 。 

意 想不到 的 是 , 某 些 生 态 学 家 和 和 生物 学 家 ,其 至 连 更 一 般 的 模 
型 (外 也 不 愿意 作为 准确 的 东西 来 接受 。 作 为 一 个 反例 ,他 们 引用 
了 数理 生物 学 家 E. F. Gause 的 一 些 实 验 。 在 这 些 实验 中 ;群体 由 
原生 动物 门 中 的 两 种 组 成 ,其 中 之 一 (双环 桥 毛 虫 ) 以 另 一 种 (和 草 履 
HCW ES. E Gause 的 所 有 实验 中 ,毛虫 迅速 地 消灭 草 恨 虫 ,然后 因 
缺乏 食物 而 活活 馈 死 。 这 种 情况 不 能 用 (5) 作为 模型 ,因为 及 有 
工 (07y(0) 关 0 的 (6) 的 解 , 没 有 一 个 能 在 有 限时 间 内 达到 是 x 二 0 
或 y=0 的 。 

对 于 这 些 批评 家 们 ,我 们 的 回答 是 , 毛 虫 是 特殊 的 非 正 常 的 捕 
食 者 的 典型 。 一 方面 ,它们 是 办 亚 的 攻击 者 ,需要 巨额 的 食物 :每 3 
小 时 ,一 只 毛虫 就 需要 一 只 生气 勃勃 的 草 属 虫 。 曙 一 方面 , 毛 点 又 
不 会 因为 草 履 虫 的 供应 不 足 而 灭亡 ,它们 继续 成 倍 地 增殖 ,只 是 生 
出 更 弱小 的 后 代 罢 了 。 这 样 ,方程 组 (6) 就 不 是 草 履 虫 和 毛虫 相互 
制约 的 准确 模型 了 。 对 于 这 种 情况 ,一 个 更 好 的 模型 是 微分 方程 组 


d 一 l dafzy.e 70 
on at oY y= 


— eyr = 0, D 
TJ AESA LSE 6) (DE LOOR pCO) ARIE IE BI SRE PA a — 
个 解 rt,yCO ,在 有 限时 间 内 都 达到 zx 二 这 和 存在 唯一 性 定理 
HPF BRR 
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daf Iys TAO 
-Eys 之 一 
在 zx=0 处 没有 关于 或 y 的 偏 导 数 。 

最 后 ,我们 来 叙述 一 些 这 样 的 捕食 者 -被 柿 食 者 的 相互 制约 。 
它们 存在 于 自然 界 中 ,但 其 群体 量 不 可 能 用 任何 常 微 分 方程 组 作 
覃 型 来 表征 。 当 被 捕食 者 具备 捕食 者 无 法 进去 的 藏身 之 处 的 时 候 ， 
这 种 情况 就 出 现 了 .在 这 些 情况 下 ,对 于 捕食 者 和 被 捕食 者 未 来 的 
数 生 作出 明确 的 叙述 是 不 可 能 的 。 因 为 ,我 们 不 好 预言 ,究竟 有 多 
少 被 捕食 者 会 思春 到 离开 它们 的 避难 所 . 换 名 话说, 这样 的 过 程 是 
随机 性 的 ,而 不 是 确定 性 的 ,因此 不 能 用 常 微分 方程 组 来 作 模型 。 
这 直接 地 被 Gause 所 做 的 出 色 的 实验 证 实 了 。 他 在 30 个 相同 试管 
的 每 一 个 试管 中 ,都 放 进 了 5 AREAN 3 REL AAEM 
备 了 如 难 所 ,以 防止 毛虫 的 袭击 ,两 天 以 后 ,他 发 现 , 有 4 个 试管 中 
的 捕食 者 死 了 ,而 在 其 余 26 个 试管 中 ,混合 的 群体 含有 2 至 38 笨 
草 履 虫 不 等 。 
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1 ROMANES ERRATA Re ERE HE. 

2. SUE. 如 果 c/d>a/e BA. MT ONO Ud yl RR ORK AE 
ATE. 证 明 (6) 的 解 rO EE. AEF a. A AE 
递减 到 零 。( 一 个 观察 者 ,如 果 只 看 到 船 食 着 而 设 注 意 到 被 搬 食 者 ,那么 ,对 于 
群体 经 亡 极 大 值 再 全部 奕 二 这 样 的 情况 ,要 解释 洁 楚 是 十 分 困难 的 。) 

3， 在 许多 情况 下 ,捕食 者 主要 是 蓝 击 被 捕食 者 中 的 成 年 者 ,而 幼小 的 成 员 ,或 者 
靠 著 绍 小 的 身子 ,或 者 这 着 不 同 的 活动 场所 , 岭 较 好 地 保存 了 下 来 , 没 x 为 成 
年 被 捕食 者 的 总 数 ,zs 为 幼小 者 的 总 数 ,而 > 为 捕食 者 的 总 数 ， 那 么 


ži = apy + ar, — Èr 


gry) = 


fg sar, — Ca, H azz, 


y= ey + dzy 


4. 


其 中 :asas TIDE eC he SE Be 表示 与 成 年 
者 总 数 成 正比 的 出 生 率 。 求 这 方程 组 的 一 切 平衡 解 。 l 
AROSE S RAHAN RR AIK ET A BH AA 
THRATH H. SEAE Komode LRA A. AE a E 
ARE ATT oe LOLS A MS Ee 的 草木 为 食物 。 
我 们 假定 : 麻 行 动物 对 于 草木 没有 直接 影响 ;而 只 有 植物 自身 之 闻 为 了 它们 有 
用 的 资源 在 竞争 ， 控 制 这 种 相互 制约 的 微分 方程 弓 是 
Fp at) TT 
Te = age + byrr, 
ay = dT3 — aX} ars 
求 方程 组 所 有 的 平衡 解 。 
SE—-TMRAA AARP REN RA- RIA Soe. 这 种 系统 可 以 者 微 
分 方程 
ET 
dy = arel fa ~ Ty) Paria 
FERRE HH an GOA nOA yA: a u. 
a> 证 明 , 作 坐标 变换 Ayon u ,可 将 这 方程 组 简化 为 
yi = nil — yp H ary» l 
yo = yll — yal — deyi Yg 
HHE ay HP gf Pi eea = Yaa. 
bo Æ GaK GD a> 1] AIET A E FE EE 
Ar? 
c) RARS a = Serle, BMRA. IR AA 
它 的 稳定 平衡 样 体 数 达 到 最 大 限度 ,a: PY et a SE? 
a) BrO Baisar- Mor HM > aT) 时 的 解 。 证 明 
gv = M— ( M—a afr tte) | ee 
by 从 四 推断 出 zx 在 有 限时 间 内 欧 和 近 于 堆 。 
cj BESOA byt) > av 和 fn) AF. HED HEAT IRATE 
eCO BAT. Hae. HEREBY yr) HE epee 时 是 递增 的 。 
@) 可 以 证 明 , 当 和 tt0) 均 汶 正 的 时 懂 , 对 十 472 的 每 一 个 解 (7、 
yD by COREE Tog NE). HEREN C7) A9-— AF eG yr. 
在 有 限时 间 内 达到 r59. 
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教 师 参考 


AM ”本章 讨 论 了 小 鱼 -食用 鱼 群 体 的 DD' Ancona-Volterra 
《或 Lotka-Volterra) 午 型 .证 明了 闲 鱼 和 它们 的 捕 效 物 ( 食 用 鱼 ) 相 
比 , 捕 鱼 不 足 更 有 利于 前 者 。 

预备 知识 ”可 分 离 变量 的 微分 方程 。 自 控 系 统 的 轨道 。 

财 间 1 一 2 课时 。 


第 16 章 


二 次 总 数 模 型 :几乎 没有 任何 循环 性 


Courtney S. Coleman * 


1. 二 次 总 数 模型 


加 拿 大 北部 森林 里 的 山猫 和 野兔 群体 的 盛衰 , 令 人 不 可 思议 ， 
小 年 一 循环 。 亚 得 里 亚 海 的 著 鱼 总 数 和 食用 鱼 总 数 ,都 以 难以 理解 
的 方式 摆动 着 ”。 我 们 的 目的 是 想 建 立 任何 两 种 物种 相 江 制 约 的 
简单 数学 模型 ,前 且 在 这 些 模 型 中 找 出 循环 稳定 的 情况 。 我 们 的 结 
果 看 来 好 像 正 相反 ,正如 我 们 要 看 到 的 那样 ,大 多 数 简单 系统 根本 
就 没有 循环 ,只 有 著 溃 的 D Ancona- Volterra (ak Lotka-Volterra) 
RBA SPC. 试图 建立 一 个 综合 方法 以 越过 这 了 矛盾 ,就 产生 了 一 个 
内 痊 丰 富 的 模型 化 的 观点 。 一 种 现象 的 几 个 性 质 不 同 的 模型 , 比 超 
一 个 模型 来 ,可 给 予 我 们 对 这 个 现象 更 多 的 了 解 。 

我 们 从 两 种 相互 制约 的 物种 开始 。 设 工人 和 3 表示 两 种 物 
神 在 t 时 刻 各 自 的 总 数 ‘ 即 个 体 的 数目 ) 。( 有 时 用 总 数 密度 一 - 栖 
息 处 每 单位 面积 或 体积 上 的 数目 ,来 代 幸 这 里 的 总 数 , 不 过 ,我 们 


+ Department of Mathematics, Harvey Mudd collge,Claremomt,CA 91711. 


+e 甘于 这 些 和 类 似 现 象 的 研究 见 [53,L6],58] 一 [14]。 
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ARES PR. O OM > 的 值 是 整数 , 且 随 时 间 按 整数 值 变化 。 
不 过 ,对 于 很 大 的 总 数 来 说 ,在 一 个 短暂 的 时 间 癌 隔 内 增加 一 二 
个 ,相对 于 全 体 来 说 是 " 极 小 的 ”因而 我 们 可 以 把 总 数 看 作 是 连续 
变化 的 ,以 代替 离散 的 跳 牙 的 变化 。 我 们 只 要 假定 *( 人 和 ya) 
连续 的 , 便 可 不 妨 同 意 磨 光 x(t) 和 y(t) 图 形 上 的 任何 描 角 ;从 而 
假定 这 两 个 函数 都 是 可 微 的 ， 图 16. 1 表示 了 rO RARE 


图 16.1 25) 2 Sah 
为 了 说 清楚 一 对 相互 制约 的 物种 总 数 的 变化 情况 ,我 们 必须 
知道 每 一 物种 的 出 生 和 死亡 的 某 些 " 规律”。 这 些 规 律 一 般 用 变化 
率 来 表达 。 比 如 说 我 们 来 看 看 z 物种 的 变化 率 的 规律 可 能 采取 秆 
么 样 的 形式 .对 时 间 求 平均 值 也 好 ,或 者 对 年 龄 .对 性 别 、. 以 及 对 增 
殖 力 求 半 均值 也 好 ,x 物种 的 典型 个 体 对 x 的 变化 率 产 生 兆 贡献 
.这样 ,全 部 总 数 工 () 的 变化 率 为 


dO [个体 对 变化 率 的 贡献 ] x [个 体 的 数目 ] = rece). 


(1) 
自然 :比例 系数 + HR AAS FD a a) Bs ESET EY 
意思 。 

要 AER AB ra) ,就 得 解 方 程 (1) ,而 (1) 的 解 久 依赖 于 比例 系 
数 +r. 如果 rr 是 常数 ,那么 了) 接 指 数 律 增长 或 喜 诚 :z(1) 二 zwe"™， 
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但 这 时 与 y 物种 根本 没有 相互 作用 。 既然 我 们 稻 定 了 两 种 物种 是 
相互 制约 的 ,部 么 7 至 少 是 y 的 函数 ,当然 还 可 能 与 有 关 。 在 不 
确切 地 知道 7 是 怎样 随 x 和 ;3 的 变化 而 变化 时 ,我 们 沿用 工程 师 
的 格言 “ 拿 不 准时 ,就 线性 化 !”, 而 筷 设 + 是 + Al y 的 线性 函数 + 二 
aotar tay, KP ai =0,1, 21 FR, 

用 同样 方法 ,我 们 可 以 论述 3 的 变化 率 方程 ,从 而 得 到 二 次 总 
数 模 型 


1 、 
To= (ay 一 ar ch ayr, 
<2) 
dy 
di (8, + br + boy} ys 


其 中 6 二 0,112) 均 为 常数 。 如 果 a =6=0. AQ EAR 
种 物种 无 相互 制约 的 模型 ,其 中 每 一 个 都 遵循 广义 的 导 辑 律 5 例 
如 , 见 [44 或 [6, 例 3])。 另 一 方面 ,如 果 a S= 0, 2) 就 成 为 
Braun 在 55] 中 论述 的 团 鱼 -食用 鱼 相互 制约 的 D Ancona- Volterra 
模型 了 。 于 是 ,(2) 是 一 个 仍 相 当 复 杂 的 简化 模型 , 它 包 含 了 逻辑 
H, D Ancona-Volterra, U BIS AH KE (a, S a=b =6,=0)S Ae 
型。 
现在 ,我 们 对 出 现在 这 个 模型 中 的 常数 ,给 出 某 些 生物 学 的 意 
Me 
自然 增长 系数 :常数 ao 和 如 ;表示 相应 的 物种 在 没有 任何 其 
他 于 拢 下 的 自然 增长 , (2)* 中 的 mz 和 wy 两 项 ,因为 它们 是 自然 
增长 率 . 就 常常 称 为 生物 势 。 
单 物种 群居 系数 ;常数 ai BRAA OEHR e 自身 增长 率 
上 的 作用 。 如果 二 0,a 是 作 自 限 系数 ,量度 总 数 过 剩 的 反作用 ; 
如 果 >0, 称 它 为 互惠 共生 系数 ,表示 繁殖 力 随 总 数 的 增 大 而 提 


« ERRAT., —— E 
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高 。 第 一 种 情况 表明 ,物种 A BIA TOA PR Be EA 
竞争 ,而 第 二 种 情况 ,意味 着 成 员 之 癌 的 台 作 。 类 似 的 分 析 适 用 于 
ba. 

TH RRM: 系数 a. Hb, 量度 一 个 物种 在 另 一 个 物种 的 
增长 率 上 所 赴 的 作用 ;它们 称 为 双 物 种 群居 系数 (或 简称 为 干扰 常 
BO. WR ashi 隆 0, 有 下 述 几 种 情况 : 

1. as>>0,B5>0, 物 种 之 向 互惠 共生 的 情况 ， 

. 2. ayi b OC Ca Ob 0) ,zr 是 捕食 者 y 的 食物 (或 y 
HRSA r 的 食物 )， 

3，az<0:5 <0, 相 互 捕 食 的 现象 发 生 , 或 者 也 许 为 共 有 的 资 
源 而 竞争 。 

(2) 中 的 群 属 项 (也 就 是 会 有 群居 系数 的 项 ) 都 是 二 次 的 ;这 
种 项 有 时 称 为 集 男 作用 ,表示 个 恒 之 间 的 相互 制约 。 也 可 以 说 成 
“使 两 者 跳 探 龙 舞 或 相互 纠缠 ”。 不 管 怎样 ,就 二 次 模型 来 说 ,纵然 
它 的 推导 基本 上 是 理论 的 ,但 在 生物 学 上 却 常 讲 得 通 。 

C2) By A cr) y= yO), E xy Fi hie TRU HES 
数 的 曲线 。 这 曲线 就 称 为 总 数 轨 道 或 轨 线 ”。 因 为 负 总 数 没 有 意 
义 , 我 们 只 对 总 数 佑 限 (r 衬 0,y 宇 0) 中 的 总 数 轨道 感 兴趣 ,而 和 且 特 
别 感 兴趣 的 是 稳定 状态 轨道 ,这 种 轨道 对 应 于 常数 或 (2) 的 周期 
解 , 而 分 别 地 用 点 或 简单 闭 曲 线 描绘 于 总 数 象限 中 。 看 看 图 16. 2 
中 假想 的 几 种 轨道 ,C 表示 常数 ,而 了 为 周期 轨道 ,轨道 上 的 箭头 
标志 着 时 间 增 加 的 方向 ， 


BERT ERT A E m eR RA. R EAR 
文中 ， ice 指 的 就 KiE VE Doe Le eee, 


图 16.2 Cay Hie 


2. 平衡 的 总 数 :无 循环 


必 为 各 物种 间 相 互 制约 的 模型 ,我 们 建立 了 方程 组 (2)。 我 们 
来 厦 一 看 ,关于 可 能 满足 (2 的 国 数 OM yo REHA? 就 是 
说 ;2 的 解 是 什么 样子 的 ?在 没有 关于 系数 的 更 多 的 信息 时 ,要 想 
实际 上 求 出 +0) ,y(t) 是 1 的 怎样 的 具体 函数 来 是 不 可 能 的 。 我 们 
用 入 为 间接 的 方式 来 处 理 。 

两 种 相互 制约 的 物种 ,在 共同 的 环境 中 ,经 过 足够 长 的 时 间 
后 ,完全 有 可 能 达到 某 种 平衡 , 即 所 谓 的 平衡 状态 ,也 许 是 这 样 ,每 
一 个 总 数 , 在 经 过 一 定时 间 后 ,基本 上 保持 常数 :zf 到 To 人 (二 
ye FER PPT FRU dxt) /de=0 dy /de=0.R 2. UR 
cA y 两 者 的 增长 率 均 恒 等 于 零 , 则 两 个 总 数 者 是 常数 。 这 些 
党 煞 总 数 对 应 于 (2) 的 临界 点 ; 昌 可 以 通过 令 (2) 的 右 这 等 于 0 B 

， ea F ge H ay) = 0 
yb, + dar + bhy) = 6 
并 一 齐 解 出 这 两 个 方程 的 x Al y 而 得 到 。 


(3) 
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无 论 何 时 ,x 一 0 总 满足 (3) 的 第 一 个 方程 。 如 果 x 一 0, 那 么 ,y 
=0 BE y= —bo/be (RE b:#0) BREE ROT ARI oy = 0 满足 
3) 的 第 二 个 方程 , 当 y 一 0 的 时 候 , 那 么 x 一 0 或 x 一 一 ao/a RE 
ai 天 0) 总 能 使 第 一 个 方程 成 立 。 至 此 ,我 们 确定 了 三 个 临界 点 (也 
就 是 常数 总 数 点 ): 


x=O,y7y—9, 
rT = O,y =— bolbos 
二 一 /ny 0. 


注意 到 ,这 三 种 情况 的 每 一 种 ,者 至 少 有 一 个 物种 要 灭绝 。 这 很 难 
说 成 是 两 个 物种 问 非 站 几 的 长 其 半 衔 。 因此 ,我 们 对 于 这 三 点 没有 
什么 兴趣 ， 

然而 ,我 们 忽略 了 一 个 可 能 的 常数 总 数 点 。 只 要 括号 中 的 项 等 
于 零 , 方 程 组 437? 也 是 成 立 的 。 解 方程 组 
[en H a +ay=0, 
lbp — hac + by = 0, 
我 们 就 一 齐 地 得 到 了 第 四 个 常数 总 数 点 
ce es 

只 要 abab. 

手 是 ,如 果 两 种 物种 实际 上 是 按 下 述 方式 相互 制约 的 :部 (2) 
是 一 个 精确 的 模型 ;而且 长 时 期 内 ,二 者 保持 为 非 零 常数 ,那么 ,两 
个 总 数 一 定 由 (4) 给 出 。 注 意 到 ,只 有 当 x>9 Myo OCR, 
Cxoyyo) 位 于 总 数 象限 内 ) 的 时 蛋 , 由 (4) 给 出 的 痢 界 点 才 表 示 一 
真实 的 总 数 状态 。 

可 是 ,存在 着 可 以 想象 得 到 的 、 由 两 种 相 立 制约 的 物种 实现 
的 . 另 一 类 简单 的 平衡 状态 。 可 能 发 生 这 样 的 情况 ;没有 一 种 物种 
的 准 数 随时 间 的 推移 保持 常数 ,而 是 周期 地 变动 的 。 这 样 ,x40 和 
y(t 是 时 间 + 的 具有 公共 向 期 的 非常 数 的 周期 荔 数 了 。， 相 应 的 总 
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HRA — MEM A 16. 2], 这 种 循环 特性 的 可 能 性 已 经 成 
为 生物 学 和 生态 学 领域 近来 争论 得 最 多 的 题目 0 。 我 们 不 想 
多 谈 生 物 学 或 生态 学 的 理由 以 使 人 们 相信 相互 制约 物种 的 特定 系 
统 存在 还 是 不 存在 循环 性 平衡 .但 是 ,我 们 要 指出 , 形 如 (2) 的 方程 
组 “几乎 没有 ”可 能 县 有 循环 。(“ 几 平 没 有 ”的 意思 ,在 后 而 阐述 。》 

我 们 先 给 方程 组 (2) 的 系数 加 上 两 个 条 件 。 . 

RA): A=ab,—ab, RAS. 

条 件 (B) : B= aby Caz b) — tobe (ay h PAE. 

ARAB AT ER 

ao 十 ez 十 ay 一 常数 

by + ba + boy = 常数 
不 是 平行 的 。 平 行 性 所 反映 的 模型 中 两 个 物种 的 比率 系数 之 间 的 
精确 关系 几乎 是 不 可 能 的 . 

条 件 (B) 没 有 一 个 简单 的 解释 ,但 是 8=0 BY. EE RFE 
有 一 个 简单 的 推论 : 如 果 果 然 有 一 个 循环 存在 ,那么 就 有 连续 的 御 
环 区 域 存在 ( 见 这 章 后 面部 分 的 卫 ' Ancona-Volterra 模型 )， 但 是 ， 
如 果 (22) 被 当 作 某 真实 系统 的 模型 ,那么 , 数 忆 等 于 零 是 不 合理 
的 。 因 为 在 这 种 情 耽 下 ,常数 aoyatez'ima) 记 和 名 都 只 是 近似 的 ,而 
ER 总 一 0 实际 上 是 不 可 能 的 。 这 样 的 条 件 (4A) 和 (B)， 大 概 会 在 
我 们 有 理由 相信 (2) 是 它 的 正确 模型 的 任 一 个 系统 中 满足 ,我们 有 
下 面 的 核心 结果 。 

无 循环 定理 ”如果 二 次 总 数 模 型 (421) 的 系数 满足 条 件 (A) 和 
《B) ,那么 (2) 在 总 数 象 限 中 没有 和 振 环 。 

注 “无论 被 用 来 模拟 的 两 种 物种 的 最 终结 果 会 怎样 ,只 要 满 
足 条 性 (4A) 和 和 人 B) ,它们 就 决 不 能 确定 一 个 非常 数 的 周期 平衡 4* 即 
循环 )。 

证 明 对 于 > Ml yo. EM R 

K(a,y) = t'y’, 


其 中 
a (a. 一 by) 

1 Ba Sy 
KSA sa OANA PEA BAH a FS EAR 
3 . a 
3, (AD + ay KB). 


经 直接 计算 5 练习 4) 可 以 证 明 , 不 管 8=0 与 否 , 只 要 4 尖 0, 就 有 


a= 260, = a) 


ZKP + EKo = Ëk, (5) 
今 假定 在 总 数 象限 内 ,(27 确 实 有 
一 个 循环 下, 我 们 将 导出 矛盾 ,以 此 证 ， 
HRAMI. R Bm Mr AeA r 


并 集 ( 见 图 16.3)。 册 于 当 z>0,y>0 GP 


时 下 (xz,y)>>0, 且 根据 条 件 CA) 和 (BB) 

可 知 ,4 和 B 均 为 非 零 常数 ,于 是 量 L z 
《974)K (zy32) 在 总 数 象限 内 有 确定 
的 符号 是 不 为 零 。 根 据 (5) ,证 得 


o> J Ë K (x, y)dady = lace? ! 7, (Ka) Jazdy (6) 


图 15.3 Hr ARR 


[EKD + Ko jizdy =- $ [Kedr — Kfdy]. (7) 
x 


KA Tr FRR PRAM r A da /de= f Redy/di=g, AEC?) 
中 的 线 积 分 为 零 ,这 是 国 为 
$ (Kade — Kfdy] 


= | [kgf — Kfejd = o, (8) 
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其 中 了 为 循环 六 的 周期 。 从 546) 一 58) 得 
ox [EKA + $ Ke) |dady = 0. 


RMA. (2) DAA AY BE SA GS BY)» MAIER T TAIE E, 
TE RAE (AD ACB) AR set H E A g — AE ED 
种 的 唯一 可 能 的 平衡 状态 ,就 是 由 (4) 给 出 的 常数 总 数 状 态 。 


3. D Ancona- Volterra 模型 :完全 循环 


物种 癌 相互 制约 的 最 有 名 的 模型 ,是 关于 生活 在 亚 得 里 亚 海 
的 著 鱼 和 食用 鱼 的 D Ancona-Volterra A, £3 15 章 中 ,Braun 
已 经 给 出 了 关于 这 个 模型 的 令 人 高 兴 的 和 详尽 的 般 述 ,我 们 只 是 
概述 一 下 他 的 成 果 。 罗 和 鱼 群 体 y 以 另 一 种 鱼 xz 为 食 。 在 zx 缺乏 的 
情况 下 , 获 鱼 总 数 的 生物 势 是 负 的 ,日 ay/dt<0, 而 当 y 缺 乏 时 ， 
被 捕食 者 的 势 是 正 的 , 且 dx /de> 0. 相互 制约 与 zy 成 正比 , 且 对 
验 鱼 有 利 ,而 不 利于 作为 食物 的 物种 。 在 这 些 条 件 下 ,D' Ancona- 
Volterra 的 捕食 者 -被 捕食 者 模型 :有 如 下 形式 

‘= = rla — by) 

| (9) 
|S = y(— c + da), 


其 中 所 有 的 常数 都 是 正 的 。 将 (9) 的 两 个 方程 相 除 ;得 
dy _ yle +t dx) 


dx rla — by) ' 


分 离 变 量 , 得 
da— bydy  —e+dr 
y dx x ` 
积分 之 ,得 


alny — by cnr — dr = K., (10) 


261 


E K 是 积分 常数 ,我 们 求 得 了 在 xy YEL RRRA 
道 。 方 程 (0) 确定 了 在 总 数 人 象限 内 的 一 族 胃 道 ,正如 Braun 证 明 
的 ; 除 丁 常数 总 数 点 tc/d a/5) 以 外 ,每 一 条 轨道 都 是 一 个 循环 , 关 
于 这 些 循环 的 示意 图 , 见 图 16. 4. 

循环 ?怎么 会 有 循环 呢 ? 无 
循环 定理 不 是 断定 根本 就 没有 > 
循环 吗 ? RMT EAR | 
iz. ABA M BITES. RE 
有 循环 存在 , 然而 ,在 DD 
Ancona-Volterra 模型 中 ,经 简 
单 计算 就 可 证 得 如一 0 尽管 A 
关 0) .于 是 ,无 循环 定理 不 适用 
于 (9) ,这 是 因为 假设 之 一 不 成 


立 。 


x 


不 仅 模 型 中 有 很 多 循环 ， 
而 内 已 经 知道 ,在 任 一 个 二 次 
模型 中 ;如果 有 4 一 0, 或 B=0, 或 二 者 都 为 零 , 以 及 存在 一 个 循环 ， 
那么 ,就 有 无 限 多 个 循环 存在 ,并 且 它 们 完全 填 满 总 数 象 限 中 的 某 
个 区 域 或 象限 本 身 。 从 而 ;二 次 总 数 模型 或 是 笨 环 的 “节日 ”, 或 是 
循环 的 “饥荒 "。 不 可 能 存在 孤立 的 循环 (也 就 是 极限 环 ) 。 关 于 所 
有 有 这些 结果 的 证 明 , 网 van der Vaart(i5 1]. 


4. RE 


生物 学 的 循环 ,持续 相当 一 段 时 间 之 后 ,必然 几乎 不 爱 现实 
世界 ”不 可 避免 的 冲击 和 都 动 的 影响 。 也 就 是 说 ,如 果 一 个 扰动 在 
时 刻 突然 地 使 一 个 总 数 点 自 偏离 到 附近 的 点 9 土 , 而 后 扰 
动 随 即 停止 ,那么 , 湖 着 时 光 的 流 折 ,时刻 在 ? 处 的 轨道 就 向 个 


16.4 [DY Ancona-Volterra (fF 
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移 回 。 这 样 的 循环 就 是 生态 稳定 ( 见 图 16. 5)。( 关 于 它 的 数学 术语 
是 渐 近 轨 诞 稳定 性 ;在 此 我 们 不 打算 给 出 它 的 形式 定义 了 .) 看 来 ， 
定然 界 中 可 能 存在 的 真实 的 总 数 循环 只 能 是 那些 生态 稳定 的 。 


第 3 节 中 的 Ancona- 
Volterra 循环 ,不 是 生态 稳定 
的 .因为 一 个 突然 的 冲击 ;可 张 
使 一 个 总 数 点 2 AIT M 
离 到 一 个 完全 不 同 的 循环 局 
上 .自然 ,一 旦 在 局 上 ,总 数 便 
保留 在 那里 ,除非 有 另 一 个 冲 
HE BOR MIKA ME 
be AR GE 3K EA OK BA 
EAA BY BE BY CAL PA 16. 
6).。 于 是 ,生态 稳定 循环 一 定 是 
孤立 的 ,就 是 说 ,没有 其 他 循环 


ate) 


图 16.5 生态 稳定 循环 


在 ” 近 傍 ”, 正 如 我 们 早 些 时 候 指 出 的 ,二 次 总 数 权 型 不 林 能 有 扳 立 
的 循环 ,从 而 也 不 可 能 有 生态 稳定 循环 ,这 是 否 意味 着 二 次 模型 中 
没有 一 个 能 对 模拟 波动 总 数 的 情形 有 用 呢 ? 


图 16.6 D' Ancona-Volterta (ROP oS ABE 
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5. Hk — “NAR A? 


D! Ancona-Volterra 模型 的 循环 不 可 能 是 生态 稳定 的 ,但 这 不 
是 扔 掉 模 型 的 理由 。 相 反 ,应 该 把 (9) 及 其 轨迹 看 作 是 过 分 简化 了 
的 事态 的 真实 情况 , 而 不 应 该 将 注意 力 集 中 于 捕食 者 -被 捕食 者 相 
互 制约 的 振荡 性 质 上 。A. Winfree 在 模拟 另 一 类 自然 界 的 循环 时 ， 
引述 了 毕加索 的 话 : 
艺术 是 帮助 我 们 认识 真理 的 谎言 。 
接着 Winfree 说 : 
在 我 们 这 里 ,所 谓 的 艺术 ,就 是 打算 用 简单 方程 来 突 
出 复杂 现实 的 有 关 本 质 。 
D’ Ancona-Volterra 模型 是 煞 鱼 -食用 鱼 群 循环 的 一 幅 粗 线条 画 : 
是 印象 而 不 是 肖像 .尽管 某 些 细节 失真 了 ,而 草 的 一 些 盐 至 完全 被 
址 洽 了 ,我 们 还 基 不 仅 认 清 了 这 幅 画 的 主题 ,而 且 是 以 -- 种 新 的 和 
揭示 性 的 方法 去 领会 它 的 。 
在 二 次 总 数 模型 范围 内 ,对 于 这 幅 画 ,我 们 可 以 添加 更 多 的 细 
节 。 我 们 可 以 计 和 人 自 女 项 而 得 到 


dz 
di 


d» = y{— c + dr — By), 

其 中 自 限 系数 ec AA EEA HALE aded 小 ,这 不 是 D' Ancona- 
Volterra 模型 ,而 且 常 数 8B 不 再 为 零 ,A 亦 然 " 。 纵 然 无 循环 定理 
HA MAID RAY. WE. BER a M e 较 小 ; 那 就 至 少 对 于 有 
界 的 zx 和 yy， 它 仍然 “接近 ”于 D' Ancona-Volterra 模型 。 当 变化 率 


= ría — ax — by), 


clib 


* B=al—b+ pf) 4 a am d) = — [abe + afta + fad} + a. Bah Share) 
时 , 它 小 于 0. A= af bd > 
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WA (EA eT BL PE E mT 1 A Sa E F 
(9) 。 BERME SEAT” (9) BSA AR Cd a/b RE EIR — ROA, 
(xzoyyo), 且 围绕 (eye a/b) PRR OO) UL EL Cros yo) — Ks BA, 
TOPs SE Hh (FL A Cro yo) ERTEM Co: yo) 开始, 但 这 次 
AIGA RAC) BS BL Fe A a. OD A IK E BY Cx yo) 


yY 
(zo.yo) (0) 的 轨道 


fa} 


图 16.7 Cad CO ANCL ASR = O ARDE A HE 
CH tie EF FE ARB GAB A) A ERE PT TM LAN. 7). 
aE EP RKUR EP ASS BRR. PAY 
接连 转动 形成 一 个 紧密 地 绕 成 的 螺旋 线 ,而 这 些 螺旋 线 的 路 径 慢 
慢 地 靠近 平衡 点 ”。 

Ma AN A 都 较 小 而 (ro1ys) 接 近 于 半 衡 点 时 ,螺旋 形 轨道 向 内 
迁移 是 如 此 微小 ,以 致 对 观察 者 来 说 ,这 轨道 似乎 是 一 个 牧 环 。 于 
Je, (11) 仍 能 描述 在 营 鱼 - 鱼 群 落 中 看 到 的 摘 食 者 -被 撒 食 者 总 数 
的 波动 ,不 过 ,这 系统 没有 Lotka-Volterra 模型 的 生态 不 稳定 牧 
环 。 自然 ,必须 为 下 述 的 附加 说 明和 付出 代价 :我 们 不 由 有 关于 (112 
的 畦 迹 公 式 , 因 为 积分 (10) 只 适用 于 D' Ancona- Volterra 模型 。 

比较 起 来 看 ,以 呢 一 个 模型 为 好 ?不 存在 有 头等 的 建 由 去 选择 


* (11) 的 轨道 具有 这 种 成 螺旋 形 特征 的 让 明 省 略 了 。 有 兴趣 的 读者 ,为 了 这 样 一 
个 迹 明 新 需要 的 屠 类 分 析 的 指示 ,可 ee car AY Braun 模型 [3]。 
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基 一 个 ,因为 每 一 个 都 深化 了 我 们 对 被 描述 的 自然 现象 的 了 解 ,只 
不 过 方法 不 同 而 已 。 


& >J 


1. 求 微分 方程 组 dxyd = ary dr/dt = bry Hf a 7 0,6, E 0) AA ER, 
即 司 B=0, ERTEM. MER RRE PAR. ET: 考察 dy/dx 

2， 求 微分 方程 组 dx/ = viu + ayo. dy fdr = by CHIP agaz Al bo 的 不 为 堆 】 
KHIN. 提示 ; 求 dy/dr HAREA. EERIE. AEA G? 

3. 证 明 , 二 次 系统 | 


a 
T = | x? 一 yit — y, dy = {l — 2? — yhy Hr 


AE- MERBENTAR, BÆ WEE ARAT EA TA Pi 
型 。 AARE ET: FRR = Co? yT an= y/ x, ATHER drydr 
= rl — rt) ,dO/dt = 1. RPAH RG) =] 即 为 所 求 的 孤立 循 
FR 
4. BRUEGO. OMAR MITE = 1 B= 1 的 情况 。) 
5. (也 见 [8])。 
D 设 (2) 在 总 数 象限 中 ,有 一 个 由 周期 为 了 的 参数 方 积 x 二 +r),y 一 y(D 确 
EREZET- 证 明 闻 了 的 平均 总 数 


了 了 
= Ea Aly = Fh vade 


由 2 二 Tory 一 39 Bil Ae aoyo EC SA AR EA GA HE AO 
Aero > Os yo > OL 
提示 : indr gt = apt ar t+ aay, 


HI 


r 1 dx r 
+], + rae +f tg H attt) + apy) de = ay H at + aed. 


HE Pam (da/dijde = Ins) — Inv 00) = 0, REU ty A 7". 淆 
似 地 ,可 证 得 0 = by + hr + bo}. 

b) BULA ROA AA a A A <b. RP 
Pp PABA TE CT Be a EE a Bc 就 
ARIA aA Aeh KARST. RA. AH a HE 
AR FEA Ca A) DR AEA oe EY Oe A A 
种 y PRL 
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o9 掉 设 蚜虫 为 被 各 食 者 而 址 虫 为 捕食 者 你 会 用 广 谱 杀 贝 莘 夫 杀 死 蚜虫 
吗 ? 试 解释 之 。 

(Bendixson 惟 则 的 一 般 化 ) 设 中 为 平面 中 的 一 个 区 域 ,假定 天 4z,y) 为 六 上 的 
— HERR. MRE MOWO + fang) ER DAREN 
R LBP). WA RB dridi = fixy). dy/dt = gir, y) (RS Ale YY 
在 足 上 连续 ) ER ARATE. 提示; 仿 无 循环 定理 的 证 明 。 
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教师 参考 


目的 ”前 一 章 Braun 证 明了 ,捕食 者 -被 捕食 者 相互 制约 的 
D! Ancona-Volterra 模型 中 的 所 有 总 数 轨 道 都 是 闭 曲线 或 循环 。 在 
本 章 中 , 证明 了“ 大量 的 ”二 次 总 数 模 再 根本 没有 循环 。 含 巧 ,有 循 
环 的 模型 和 没有 循环 的 模型 ,两 者 都 能 用 来 描述 捕食 者 -被 捕食 者 
群落 的 波动 。 这 个 明显 的 对 盾 在 本 章 的 最 后 一 节 解 决 了 。 不 过 , 文 
章 基 本 上 是 独立 的 和 自 兽 其 说 的 ,作为 关于 D Ancona-Volterra 
模型 研究 的 补充 , 它 有 其 固有 的 位 置 。 

预备 知识 “一些 熟悉 的 非 线性 微分 方程 ,平面 中 的 Green 定 
理 。 

时 间 “如 果 学 生 已 经 熟悉 D' Ancona-Volterra 模型 ,这 些 材 
料 够 计 一 次 课 。 


第 17 章 


群体 生物 学 中 的 竞争 排斥 原理 


Martin Braun * 


在 自然 界 中 经 常 可 观察 到 ,两 种 相 类 似 的 群体 之 间 , 为 了 相同 
的 有 限 的 食物 资源 和 活动 空间 而 对 抗 的 生存 竞争 ,直至 群体 之 一 
完全 灭亡 了 才 告 结束 。 这 种 现象 称 为 竞争 的 排斥 原理 ,于 1859 
年 由 达尔 文 用 稍 许 不 同 的 形式 首先 阐明 的 。 他 在 他 的 论文 “He 
origin of species by natural selection” 中 写 道 : 

“同一 种 类 的 各 个 群体 ,一 般 ( 尽 管 决 不 是 总 这 样 ) 在 习性 、 身 
体 素 质 直 至 站 构 性 上 都 有 许多 相似 的 地 方 ,如 果 它 们 相互 竞争 起 
来 ,斗争 常常 会 比 不 同 种 类 的 群体 之 间 的 要 激 天 得 多 。 

对 于 竞争 排斥 原理 ,有 一 个 非常 有 趣 的 生物 学 的 解释 ,这 理论 
的 基石 是 “生态 爹 " 这 概念 。 生 态 竟 表示 一 个 已 知 群体 在 群落 中 占 
有 怎样 的 地 位 ,就 是 说 , 它 的 习性 ,食物 和 生活 习惯 是 什么 .已 经 看 
到 ,次 个 同类 的 群体 竞争 的 结果 ,难得 占有 同一 个 生态 例 。 相 反 ， 
每 个 群体 都 有 优 于 对 手 的 各 种 食物 和 生活 习惯 。 如 果 两 个 群体 力 
图 占有 同一 个 生态 侈 ,那么 它们 之 间 的 生存 竞争 将 是 激烈 的 ,有 旦 以 
弱者 的 灭亡 而 告终 。 . 
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这 个 理论 的 一 个 极 好 的 实例 ,是 栖 居 于 黑海 中 Jorilgatch 岛 上 
Fx) FRG DOG REA. 这 群体 由 四 种 不 同 种 次 的 萌 枫 ( 白 嘴 端 (sandwieh) 梓 
网 ,普通 燕 鸭 , 黑 吧 匣 鸥 和 小 燕 鸥 ) 组 成 ,这 四 种 鸟 联合 起 来 把 撒 食 
者 从 群体 中 赶路 。 不 过 ,就 怎样 得 到 食物 来 说 ,它们 之 间 存 在 着 明 
BRA Bl). OR THE WS SEE KIN EE Bp Ay, SE 
Uy (52 ASL $a A E T ae ms Ff ale eS a E E Se a» 
EPA KAR Fa BE FT MESES A ok Hf RB (EPR E. 
MUHE RES OI eB BST YH PE A A TE 
7). 8% ERAR DL ERY. ETS A AR er AB 
明显 不 同 。 它 们 的 每 一 种 都 有 一 个 明显 优 于 对 手 的 生态 使。 

本 节 , 我 们 为 竞争 排斥 原理 提供 一 个 严格 的 数学 论证 .这 将 通 
过 下 述 步 又 来 完成 ,先导 出 一 个 微分 方程 组 ( 它 控 制 着 两 个 类 似 的 
物种 之 间 的 相互 制约 ) ,接着 证 明 这 方程 组 的 每 一 个 解 趋 近 于 两 个 
物种 之 一 灭亡 了 的 平衡 状态 。 

在 建立 两 个 竞争 物种 之 间 生 存 竞 争 的 数学 模型 时 , 再 考察 一 
下 总 数 增长 的 逻辑 规律 


dN = aN — bN’ a 


FEA BEER). XPS ARES AS HAA T TE oh 28 a) A AT PRAY 
食物 而 自身 问 进 行 竞争 的 单独 一 个 物种 的 总 数 六 (的 增长 。 回 想 
一 下 第 5 章 中 所 说 的 , 当 : 趋 于 无 穷 时 ,NN (0) 趋 于 极限 总 数 K 二 a/6 
这 个 极限 总 数 可 以 认为 是 这 个 小 天 地 可 承受 的 物种 的 最 大 总 数 。 
利用 天 ,逻辑 规律 (1) 可 以 重新 写成 为 


oN = aN(1—2N}=an KN 


dr K 
方程 (2) 有 如 下 有 趣 的 解释 。 当 某 总 数 入 JER. ARB 
斯 律 dN /di 一 aN 增长 ，aw 项 称 为 物种 的 “生物 势 "。 它 是 在 理想 
条 件 下 ;物种 的 可 能 增长 率 ; 只 要 对 食物 和 炙 活 动 空 间 不 加 以 限制 ， 


1 一 站 一 


|. (2) 
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EDD FP ES BE RA THWART ASE 
现 的 。 可 是 , 当 总 数 增加 时 ,生物 势 随 着 因子 (KK 一 N)/KK 而 减 小 ， 
这 因子 是 还 空 着 的 位 置 在 小 天 地 中 的 相对 数 , 生 态 学 家 区 它 为 增 
长 的 环境 阻力 。 

SRN OM NO a 1 和 2 在 时 刻 t 时 的 总 数 。 再 
RK MK, 为 小 天 地 里 所 能 承受 的 物种 1 和 2 的 最 大 总 数 。 又 设 
aN, 和 as 为 物种 1 和 2 的 生物 势 , IRAN) AN.) ee oe 
分 方程 组 


dN, K — N m 
豆 二 anf K, |, 
dN, (£ Na — m| 
= aN, + (3) 
dt Mrita K, | 


其 中 m 为 第 二 个 物种 占据 第 一 个 物种 的 位 置 的 总 数 ,mm 为 第 一 
个 物种 占据 第 二 个 物种 的 位 置 的 总 数 ， 初 看 起 来 ,好 像 会 出 现 ms 
一 Ns Am =N, 的 情况 。 然 而 ,这 不 是 通常 的 情形 ,因为 两 个 物种 
以 网 样 方式 利用 环境 用 乎 是 不 可 能 的 。 有 相同 个 数 的 物种 1 和 2， 
平均 来 说 ,不 会 消耗 等 量 的 食物 , 占有 相同 大 小 的 活动 空间 ,以 及 
排 洪 同 样 多 有 相同 化 学 成 分 的 废物 。 一 般 地 ,我 们 应 该 置 m = 
Nom, = PN, ,其 中 a,B 是 某 些 常数 。 常数 a 和 8 表示 这 一 个 物 
种 对 另 一 个 的 影响 程度 ,如 果 两 个 物种 的 利益 不 相 冲 突 , 昌 它们 占 
AES SHEATH. We 和 及 两 者 都 为 零 。 如 果 两 种 物种 占据 同一 
个 生态 合 , 咎 此 马上 十 分 相 介 的 话 ,那么 ,se 和 就 很 接近 于 一 。 另 一 
方面 ,如 果 物 种 之 一 .比如 说 物种 2, 徒然 地 浪费 环境 ,也 就 是 说 ， 
消耗 大 量 的 食物 和 排泄 有 毒 的 废物 ,那么 ,物种 2 的 一 个 个 体 将 占 
Biwi) NES MANE. 于 是 ,在 这 种 情况 下 ,系数 e 就 很 大 。 

现在 ;我 们 作 这 样 的 限制 :有 即 丙 个 物种 差不多 相间 ,重要 求 间 
样 的 生态 您 。 那 么 -8 一 1,, 且 人 (和 六 (满足 微分 方程 组 
K,-—N.—N, 

K, ， 


=aN, 
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dN, K,— N,— N, 
We aN: TIKE . 


在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 预料 得 到 ,物种 1 和 2 之 闻 的 生存 竞争 将 
是 激烈 的 , 且 在 物种 之 一 灭亡 的 情况 下 结束 。 我 们 马上 就 要 证 明 ， 
情况 确 是 如 此 。 

定理 〈 竟 争 排斥 原理 ?假设 六 W Ke ke BZA 
AN CONG) , 当 上 赵 于 无 穷 时 , 趋 于 平衡 解 NI 一 大 vs 一 0. HR 
名 话说 ,如 果 物 种 1 和 2 差不多 相同 , 且 小 天 地 能 够 承受 的 物种 1 
的 成 员 比 物种 2 的 成 员 还 多 ,那么 ,物种 2 终 完 将 灭亡 ， 

证 明 的 第 一 步 是 先 证 NO NCE. 为 此 县 的 ,注意 


C4) 


到 
-K NO) 

N O + CK, — Nemat 
ROWER HP NIC0) 是 任意 选 定 的 ， 这 个 解 在 N N PRE 
Ay ie es ON COD = 0 Ey ee (0,0); 24 ON, (COOK, 时 ,为 线 
ON, <K,,N,=0;29 N COU=K, Ht. ROK, 0524 NCO 
K, BY HR KAN oo, N,=0, FH. Ny OWN, HBA) 
的 四 条 不 同 轨 道 的 并 集 。 类 似 地 , 当 NO 时 ,Ns Ste Fb (4 9 
条 不 同 轨道 的 并 集 .这 意味 着 从 N, 一 N; 平面 的 第 一 象限 CA 0， 
N: 之 0) 开 始 的 (4) 的 解 ,对 于 将 来 的 时 刻 , 所 有 的 解 N G N) 
必须 保持 在 第 一 象限 内 。 

证 明 的 第 二 步 是 ,把 第 一 象限 分 割 成 在 其 上 dN/dt 和 dN,/dt 
都 有 固定 符号 的 若干 个 区 域 。 这 可 用 下 述 方 法 完成 。 TR 和 记分 
别 为 直线 一 Nj 一 Ns 二 0 入 :一 Ni 一 N: 一 0. ERE RCN 
NOFA ZEA MAN /dt ERE RON, NOISE A 之 下 
FW Aj dN, /de BEM. Ba MORN NOG e ZEA 
dN2/de HA. WRN NEF & 2PM AN, /de 是 正 的 。 
FE REGAL ML 把 N,-N; 平面 的 第 一 每 限 分 为 三 个 区 右 


N G) = 


NG) = Ò 
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CRA 17. 1). FEI EE te dN /de 和 dN, /de 都 有 固定 的 符号 。 
在 区 域 PN, GN, O APER E t ORCO BY FE TP Be 
Ti EK p, Ba a oN (在 增加 ,而 NOAD 
ERD ERRU pN 2) A NC AB BBS A ST ah HR 
后 ,我 们 需要 下 述 的 三 个 简单 引 理 。 


Na 
Kı 4 
I 
Ke yd 
: Nz0 
Ny 

Ky Ky 
PG 17.1 


引 理 1 任何 一 个 在 1 一 to 时 由 有 区域! FP 94 AEN), 
Notf) ;在 某 个 时 刻 之 后 必定 离开 这 个 区 域 。 

证 明 RR PTA tte RAR CO RAE N O), NaO ER 
持 在 区 域 p. RERA MNOM N G) M ce, 时 都 是 时 间 的 单 
调 增 加 函数 ,同时 Nt 和 NG 都 比 玉 ;小 。 因 此, 当 + AFER 
BY NCE) Al MORAER EM y REALS, RR ED 
47 的 一 个 平衡 点 。 可 是 , (人 的 平衡 点 只 有 (C0,0), (CK, 0 ICO, 
KX.) ,而 ,7) 明 显 不 可 能 重合 于 这 三 个 点 中 前 任 一 个 。 因而, 我们 
断定 (4) 的 任何 一 个 荆 区 域 I SP RR ADEN ODN), ERY 
时 刻 必 定 离开 这 个 区 域 。 

引 理 2 任何 一 个 在 1: 二。 由 区 域 开 始 的 (4) 的 解 NO), 
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ANa(b， 对 于 2 加 的 一 切 未 来 时 刻 , 和 将 保持 在 这 个 区 域内 , 且 终 究 
妥 赵 于 平衡 解 Ni =K. N= 0. 

证 明 假设 (4) 的 一 个 解 Na ON OFERA ARE 
域 工 .那么 ,不 是 wiit) 就 是 wa 等于零, 这 是 因为 44) 的 解 可 
以 离开 区 域 1 的 公有 的 路 线 要 穿 过 下 或 6s. Bi NIG =0. 关于 
微分 (4 的 第 一 方程 两 边 ,再 令 1==!“ ,得 

diN ti") -Z aN G dN, ) 
dz? K, dt “ 
这 个 量 是 正 的 . 因此 N OES AA — AE RA ERA 
可 能 的 ,因为 (4) 的 解 NG Na(D 在 区 开工 中 时 ,Ni 一 定 是 递 
增 的 。 类 似 地 ,如 果 NG) =O, IRA 
PN G O e a Nalt) dN G?) 
dz? K: dt 7 
这 个 量 是 负 的 ,意味 着 NG) tt A — PRA E 
这 是 不 可 能 的 ,因为 (4) ARN GO N OERE OT tN) Æ 
递减 的 。 

上 述 的 讨论 证 明了 ,4 的 在 时 刻 三 如 时 于 区 域 1 开始 的 任 
何 一 个 解 NG az， 对 于 所 有 的 未 来 时 刻 上 za, 将 保留 在 区 域 
UE, RERE Bee, ON, COS BI. ON CO 
递减 的 ;和 且 MNOK NCO > KK, Bib. 4¢ BFA 
AlN, Ct) Sb SOR EA? AEB RSE BON — i 
EM rs TE CF.) BA fe th HEF (0.0) RCO. K) ME) = 
《K1,0)。 于 是 证 明了 引 理 2。 

引 理 3 (4) 4 A al ts, 时 于 区 城 了 开始 、 且 对 于 一 切 未 
来 的 时 刘 还 保留 在 那里 的 任 一 个 解 Ni(1) ,Nslt), 当 1 起 于 无 穷 
时 ;必定 赵 于 平衡 解 Nv = Kis NoE) =. 

证 明 RM ee ORR NN, OBER I 
H, BBA. 4 cet 时 ,Nit 和 ON, Ce) SR OG A. E 
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NDEN GSK. * 因此 , 当 : BF. NGA NC) 4 
SAR E7 这 同样 也 意味 着 人, 凡是 (4) 的 一 个 平衡 点 。 可 是 ， 
CE, 77) BY AB Hh AREF 0,0) BRCO.K2), MAME =(K,+0), 

定理 的 证 明 引 理 1 和 引 理 2 表明 , (4) 的 在 时 刻 : 一 t。 于 区 
BRI 或 1 开始 的 每 一 个 解 N1(D) ,Ntt), 当 +t 趋 于 无 穷 时 ,一 定 趋 
FFEA N =K, N= 0. 类似 地 , 引 理 3 证 明了 ,<4) 的 在 时 刻 + 
=t 于 区 域 有 开始 的 、 且 在 一 切 未 来 时 刻 仍 保留 在 那里 的 每 一 个 
解 也 必 趋 于 平衡 解 六 一 大 ,Na 一 0. 其 次 ,注意 到 (4) 的 在 六 或 六 
上 开始 的 任 一 个 解 NiCD,N;(28) ,以 后 必定 直接 进入 区 域 1. 最 
E WR ONE N © Na: 离开 区 域 下 ,那么 , 它 必 定 穿 过 直线 
上 后 直接 进入 区 域 工 ,于 是 , 引 理 2 迫使 这 种 解 趋 于 平衡 解 Nj 一 
K o N= 0, f 

本 定理 处 理 了 相同 物种 ( 即 s=8=1) 的 情况 。 用 类 似 的 分 析 
( 见 练习 44-6), 对 于 a 和 8 的 各 种 值 ,我 们 可以 预言 生存 竞争 的 
结局 。 


Sk 习 


1. EABAR 
Ki dN O Ka dh 
aN, d 
2: ERMITA ED BEB TR M O AGRE 
BANG). NW) ABA NOTE, 
2. 微分 方程 组 


dn 
+ NiD- a, tey(l— aN, BN) }, 


= Ks — Ni — Np. 


ay = Nel — a + eel 1— Ni — trv J 


MYRA N GODS K ang Min >K”, — ER. 


BATA THARA RA ET AR. Ec > ace ae 试 导出 ， 
ME arr Sar W) Ny ER SEE TE UR ace aac i Noe BT 
零 ， 

1926 年 ,Yolterra 提出 的 两 个 物种 为 共同 的 有 限 的 食物 来 源 刹 竞争 的 横 弄 如 
F: i 


7 
ari = [h > Ai aN, F hN) JN, 
De — Cos — Al Ny + haNa) JN 


BE bA be / a2, CRR A RA OT RT OE A 
ni? 时 ,物种 2 终究 要 灭亡 的 。 
练习 4~6 与 方程 组 
da 


CN 


AN, ay _ _ 
aK; (Ka Ny — ËN) 


AX. ， 
ad {Rik KaK Koff Ky. 证明 ,对 于 fx* ZEA EN o >o FR — 
WNW Ne). 4 BPA NORE. 

b {Rik Kia Kz, K/B A). EMH. CRY SE Ne tte) > 0 的 每 一 个 解 
NiO}, N20. OO BBE 7 AR - ER PER eM tos = AY Alda Mz- 十 
ON, = K: FH RE EAA | 

Bit Kia > Ky Kar P > Ky. TE, FENG) R Nad MEENA F 
CORSAR MONO ,化 究 要 赵 于 平衡 解 

Ky — aK; 

i — af 


Kz — ÊK, 


ia 
Ny, = No = = 


Ng = N= 


Him: 
ad WER: hNi tae = Kidai t BN, = Ky AWA RIB Re 
限 分 为 四 个 区 域 ( 见 图 17. 2) Ae PS ANAT NS ef 
a, > 
b) TERA, HARIRA JERI * OR -A RE A e 
EF SEES TOE MEN 一 Nj Ns 一 N 
证 明 , 对 于 一 切 时 刻 f>m, 只 保留 在 区 域 ! ARREN AC NIA 
右 解 ,必定 趋 于 平衡 解 Ni = NMM = N3. 
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-——— Vy 
Ki Kilt 


图 17. 2 

UE Alfa <i KaKa << Ky 

a) 证 明 C* ORE a NI =0,N2=0 是 不 稳定 的 。 

b> HERCO 的 平衡 可 Ni = Ki N: = 0 FN, = 0.Ne = Ke 都 是 渐 近 稳 
定 的 。 

c) 证 明 C* ) 的 平衡 解 Ni 二 NUN) 一 AN CLE DERA. ORANE 
算是 非常 麻烦 的 ) 

dy 不 难看 出 Cs* ?的 相 图 必定 如 图 17.3 所 示 的 形状 ， 


Kifa 
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教师 参考 


目的 ”生物 学 的 党 争 排 扩 原 理 断 言 ,为 了 有 限 总 量 的 资源 而 
竞争 的 两 个 相同 物种 在 同一 个 群落 中 是 不 能 和 平 共 处 的 。 在 本 模 
醚 中 ,这 原理 由 模拟 两 个 物种 总 数 的 耦合 微分 方程 数学 地 导出 来 
To . 

预备 知识 ”基本 了 解 微分 方程 .平衡 点 及 “相位 ?平面 。 

时 间 ] 一 2 次 讲座 。 


第 18 章 


生物 循环 五 重 法 
Courtney S. Coleman * 


LO 序言 


一 个 更 难以 理解 的 自然 现象 是 某 些 相互 制约 的 物种 总 数 的 规 
则 周期 变化 ,这 是 一 种 与 已 知 奎 期 的 外 界 力 量 ( 诸 如 黑夜 与 白昼 的 
循环 ,季节 或 气候 的 循环 ) 无 关 的 变化 .最 一 般 地 ,这 些 物 种 包含 在 
捕食 者 -被 捕食 者 的 相互 关系 中 。 这 种 现象 已 经 在 实验 室 养 殖 ( 双 
小 核 草 履 虫 (捕食 者 ;和 少 息 酵母 ‘被 捕食 者 ) 一 一 见 D Ancona 的 
[了 3 这 一 小 天 地 以 及 在 加 拿 大 针叶树 森林 (加 拿 大 山猫 (捕食 者 ) 
和 美洲 免 ( 被 捕食 者 ) 一 一 见 keith 的 [7]) 这 一 小 天 地 中 观测 过 。 
其 他 例子 还 有 瑞士 阿尔 此 斯 山中 的 芽 虫 一 落叶 松树 的 循环 [2] 和 
斯 堪 的 纳 维 亚 的 旅 鼠 一 草木 循环 [19]. 我 们 只 打算 讨论 山 猜 一 野 
免 的 循环 ,不 过 ,我 们 即将 导出 的 数学 模型 ,原则 上 适用 于 任何 捕 
食 者 一 被 捕食 者 的 相互 制约 .在 我 们 的 分 析 过 程 中 ,将 研究 微分 方 
程 组 的 平衡 性 和 这 样 的 微分 方程 组 有 界 轨 道 可 能 的 极限 性 质 。 而 
有 这 一 切 将 应 用 于 捕食 者 一 被 捕食 者 系统 中 循环 的 存在 问题 。 

为 了 正直 起 见 ,必须 在 此 提醒 读者 , 这 整个 领域 仍然 是 生物 学 
家 们 :生态 学 家 们 和 数学 家 们 之 问 许多 议论 和 争论 的 根源 。 因 此 ， 
我 们 的 分 析 决 不 是 完全 的 ,事实 上 ;引出 的 问题 将 比 解 决 了 的 更 
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18. 1¢ #2) 


2. 加拿大 的 山猫 循环 


WERK RE RRR R AAR RRA AE SE E A ER HG EIE 
AVP Rie SOT MERLE N FAAEE. A AE 
SD) ATE TL A AY SH PL Se LP a 
按 明 显 的 规律 和 可 预测 的 大 致 10 年 一 循环 这 样 周期 地 变化 ,由 于 


* 李 节 和 下 一 节 的 材料 主要 以 Keith 的 [17] 以 及 Flton 和 Nicholso 的 [12] 为 基础 ， 
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好 奇 的 缘故 ,这 种 循环 的 情况 ,首先 在 加 拿 大 山猫 的 数量 中 观察 
.到 .很 早 以 前 ,山猫 的 毛皮 就 用 于 制作 外 套 ,角子 .手套 和 其 他 的 保 
暖 服装 。 A 18 世纪 中 期 以 来 ,山猫 服饰 工业 就 兴旺 了 起 来 ,让 于 加 
BAEK. MEADOR ILE SMS iE EM 19H (Hudson ) 7 
公司 中 ;而 这 个 公司 保留 了 或 多 或 少 完整 的 毛皮 收购 数据 达 200 
多 年 。 于 是 ,猎手 关于 山猫 多 少 的 感觉 ,在 他 们 的 记录 中 有 一 个 定 
量 的 表示 。 图 18. 1 和 18. 2 的 曲线 (根据 Elton 和 Nicholson 的 文 
章 [12]) 撒 绘 出 其 中 115yr 的 数据 。 缺 少 1892 一 1896 年 和 1914 一 
1915 年 的 数据 (只 有 Mackenzie (GIK D FEK A) ,因此 这 些 年 
的 就 在 图 形 上 省 略 掉 了 。 

虽然 ,最 大 值 有 变动 ,但 循环 的 规律 以 及 丰年 与 贫 年 数量 上 的 
BASSE RSH. PARA? 许多 解释 已 经 提出 来 了 。 这 
PERE DT ELS} = EBS 

C1) LL LE AE. 只 是 收 网 皮毛 的 数量 才 有 循 
EB; 

《2 山猫 循环 存在 , 且 为 不 受 山 猜 影 响 的 外 部 力量 所 致 (外 界 
产生 的 原因 )， o. 

(O 山猫 和 动物 群 或 植物 群 的 另 一 种 物种 形成 了 一 个 封闭 的 
相互 制约 群落 ,它们 内 部 的 相互 制约 ,导致 两 种 物种 在 数量 上 的 循 
环 ( 内 生 的 原因 )3 

《4) 非 上 述 三 种 类 型 。 

让 我 们 看 一 看 每 一 类 型 中 典型 的 论点 和 反 论 点 。 

在 第 1 类 型 中 ,有 如 下 解释 : 

(13) 险 得 进 湾 公司 每 10yr 都 会 购 进 过 多 的 山猫 皮 , 因 而 就 减 
少 收 购 量 ,直至 过 剩 的 存货 销售 掉 为 止 。( 公 司 的 数据 不 支持 这 论 
点 ,) . 
Cb FAA Eei A A Le g A ET E. 
Cle) LUA ATEM SF a ES CB RS LA 


283 


O 1830 1840 1850 1860 187018801890 1900191019201936 


图 18.2 HR be We RAS James) 
78 BT He A A) A > a 

at sha De eh Hs AD Ab Th JSP ER. 

EDL BH LAE EET” 。 我 们 打算 
摘录 有 关 的 如 下 一 些 论点 ， 

O Wl 独 的 数量 具有 明显 的 高 蜂 和 侨 值 ,按照 二 年 一 循环 而 变 
化 *; 

(iD 山猫 的 数量 与 被 哈 得 进 湾 公司 收购 的 毛皮 数量 成 正比 。 

换 句 话说 ,我 们 将 假定 山猫 的 循环 存在 ， 而 毛皮 的 数据 则 精确 
地 表示 了 它 的 特性 曲线 。 

第 2 类 解释 认为 ,循环 的 原因 是 各 种 外 部 力量 喜 接 地 或 间接 
地 作用 在 山猫 群落 上 ,而 这 些 力量 本 身 则 始终 不 受 群 落 的 影响 .下 
面 列 举 一 些 这 类 说 法 。 

《2a) 和 狩猎 本 身 成 为 循环 的 原因 (不 见得 ,因为 直到 现在 ,在 没 
有 有 狩猎 的 地 区 ,已 经 遵守 循环 了 ) 。 

C2b) 册 于 气候 .太阳 早 子 的 数目 和 密度 或 者 大 气 层 中 奥 所 的 
含量 等 因素 的 周期 变化 , 才 导 致 山猫 数量 变化 的 十 年 一 循环 [这 种 


a Of Weinstein 美 于 支持 1b 的 最 新 论点 的 文章 [28] 。 也 见 本 论文 的 最 后 一 
= 有 时 相继 的 高 峰之 间 的 间隔 为 97r。200y7 间 的 歼 据 的 平均 , 约 9. 6yr. . 


284 


循环 的 论据 是 欠缺 的 ,而 且 看 来 似乎 与 山猫 的 循环 没有 关系 )。 
(2c) 由 于 山猫 的 主食 来 源 间 题 才 发 生 十 年 一 循环 ,相对 于 食 
物 来 源 而 言 ,对 山猫 的 捕杀 只 是 其 死亡 率 中 的 一 个 次 要 固 素 (一 个 
不 寻常 的 可 能 性 。 一 一 见 本 章 结 尾 ) 。 
尽管 最 后 的 “解释 ”被 一 些 强 有 力 的 论据 所 支持 ,但 我 们 的 注 
意 力主 要 仍 在 第 3 类 ,关于 两 种 物种 相互 制约 群落 的 论证 。 


3. 加 拿 大 的 山猫 一 美洲 免 循 环 


除 山 猫 皮 以 外 , 哈 得 逊 会 司 还 购 进 其 他 许多 物种 的 毛皮 .这 些 
物种 之 一 就 是 美洲 免 。 假 如 将 兔子 毛皮 的 年 收购 量 作 图 于 同一 坐 
标 系 的 由 猫 毛 皮 年 收购 量 图 的 旁边 , 那么 .一 个 十 分 惊人 的 事实 出 
现 了 :兔子 也 有 一 个 十 年 一 循环 ,而 且 看 来 这 循环 与 山猫 的 循环 有 
关 ( 图 18. 3)。 对 于 美洲 免 毛 皮 收 购 政 策 的 不 一 致 ,可 能 是 造成 兔 
子 循环 有 些 不 规则 的 原因 .此 外 还 需 注 意 ， 被 这 些 数 据 覆盖 的 地 区 
范围 ,不 像 用 于 图 18. 2 的 那样 广泛 。 

人 和 们 总 想 假 定 一 个 山猫 一 美洲 免 循 环 , 不 过 ,这 需要 两 种 物种 
之 间 的 相互 制约 。 头 一 个 问题 是 ,兔子 是 否 为 山猫 的 主食 来 源 ， 
Nellis 等 人 的 [25]j 和 Brand 等 人 的 [4] 已 经 给 出 了 自 1964 年 以 来 
的 若干 个 冬天 ,Edmonton、 Alberta 及 加 拿 大 以 北 57mi? 地 区 的 出 
猫 总 数 情况 ,通过 分 析 山 猫 的 凑 便 和 琵 山 猫 的 胃 和 上 肠 里 面 的 东西 ， 
以 及 对 山猫 的 追踪 观察 ;十 分 确切 地 表明 ,兔子 的 确 是 山猫 的 主要 
食物 来 源 ,至 少 在 冬天 是 这 样 .事实 上 ,在 群落 的 研究 中 , 按 兔子 循 
环 最 兴盛 时 期 的 计算 , 兔子 作为 四 获 食物 约 占 其 食物 总 重量 的 
75% ,尽管 这 个 百分比 在 兔子 稀少 的 时 候 要 峰 低 。 

问题 是 ,山猫 和 免 子 之 间 的 这 种 捕食 者 一 被 捕食 者 关系 ,是否 
成 为 改变 各 自 出 生 率 和 死亡 率 的 主要 原因 。 就 山猫 而 论 ; 论 据 是 强 
有 力 的 :55 ,但 问题 明明 还 涉及 免 子 。 如 果 山 猫 是 兔子 死亡 率 中 
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美 州 锡 
“山猫 ( 北 部 中 区 ? 
六 -山猫 (篇 姆 斯 洲 ? 


400 BUT 120 
山猫 (北部 中 区 》 
UL aa Aa AD 


1500 3000 4500 


18.3 沦 得 进 湾 公 司 治 哈 得 还 湾 各 收购 站 收购 的 美洲 免 和 
大致 在 同样 地 区 收购 的 目 猫 等 的 毛皮 收集 晤 {节录 自 
Elton 和 Nichlson 的 [12j 和 MacLulich 的 [21])- 
起 支配 作用 的 因素 ,那么 ,我 们 可 以 合理 地 把 山猫 一 兔子 群落 考虑 
成 一 个 封闭 系统 ,并 由 下 述 分 析 对 此 循环 作 一 个 解释 。 
另 一 方面 ; 如果 兔子 的 循环 怡 怡 在 没有 山猫 捕食 的 情况 下 发 
生 , 那 么 ,我 们 也 许 就 不 得 不 回 过 来 再 谈 谈论 点 2c, 一 个 未 知 原因 
的 兔子 循环 “带动 ”山猫 循环 ,要 不 就 异 助 于 “ 非 上 述 三 种 类 型 " 那 
一 类 型 的 论点 。 如 前 所 述 ,这 种 陈述 的 最 重要 的 一 步 , 以 如 下 事实 
为 根据 ;处 于 捕食 者 一 被 捅 食 者 关系 的 山猫 和 美洲 免 是 相互 制约 
的 封闭 群落 。 现 在 ,让 我 们 建立 一 个 关于 两 种 物种 相互 制药 的 一 般 
的 数学 模型 。 


4. 两 种 物种 总 数 模型 


R20 Al yt) 表示 两 种 物种 在 时 刻 + 各 自前 总 数 ,而 且 这 两 
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My AE R—T EAA ABE. SERIO APA 
AMERA Sa SES (aR a HE. 
我 们 并 不 作 任 何 假 定 。 我 们 只 假定 作为 时 间 t 的 函数 的 x 和 
y( 世 是 连续 的 其 至 是 可 微 的 。 自 然 , 这 是 事态 的 真实 状况 的 理想 
化 。 国 为 总 数 必 定 是 整数 , 旦 随时 间 的 推移 其 改变 量 也 只 能 是 整 
数 。 但 是 ,人 人 们 可 以 赞成 这 样 ,对 于 很 大 的 总 数 , 不 管 怎样 , 它 增加 
或 减少 一 个 或 两 个 ,相对 于 全 体 来 说 是 “无 穷 小 的 ,从 而 我 们 可 以 
不 妨 允 许 总 数 的 改变 量 为 任意 小 量 而 不 必 正 好 是 整数 .例如 , 如果 
山猫 的 总 数 , 在 某 天 午前 8:00 的 时 候 为 50 000, 而 -一 小 时 后 为 
50 001, 那么 ,指定 午前 8:05 这 射 记 的 “总数 ”为 50 000. 0833.…， 
似乎 是 合理 的 。 自然 ,对 于 小 的 总 数 来 说 ,这 论点 的 有 效 性 是 值得 
怀疑 的 ,而 下 文 的 分 析 只 限于 总 数 其 太 的 情况 我们 曾经 使 xe) 
Al yt 四 理想 化 为 连续 洱 数 ,同样 我 们 可 以 完全 同意 磨 光 作为 1 的 
函数 的 zt 和 y (图 形 上 的 任 一 个 “ 揭 胡 ”; 于 是 , 像 假 设 连续 性 
一 样 ,我 们 也 假设 x() 和 y0 的 可 微 性 。 

BEERE: Bet Ar 中 ,两 个 总 数 的 改变 量 分 别 为 4r 和 
Ay. E Arira) Ayy OFr ARB SE. EL 

fait 和 Ayia a) 

AF BAAS EE. FECL HS 4 一 0, 得 到 每 一 个 物种 总 数 的 相 
对 变化 率 


1 driz) 1 _ dyte) 


zd) de 和 ya) de ' 
从 这 最 初 的 关于 (MM yO R AAA FRAT RE AGA AE 
西 太 少 了 ,不过 ;一 般 的 都 有 相对 出 生 率 和 死 立 率 的 数据 SB 
表示 相对 出 生 率 ,MM 表示 相对 死 详 率 。 估 们 可 以 料 到 ;两 种 物种 的 


m "PA UAL yO CARTRE eS i ELR L AI T 
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出 生 率 和 死亡 率 都 依赖 于 总 数 本 身 ; 也 就 是 说 ,我 们 可 以 有 关于 物 
Fp r AY Bir) Miir AF ey A Be Mey). 如 
果 群 落 是 封闭 的 ,那么 ,就 没有 其 他 力量 在 对 相对 变化 率 起 作用 中 
扮演 重要 的 角色 了 , 因而 我 们 有 


id 

x T = Bir, y) 一 M (tay) = Flew), 

ld (2) 
> T = Blr, y) — M(x,y) = gla, y). 


RM RE: AMS S Me 20y RT x Aly 是 连 
续 可 微 的 .《 因 为 把 zx 和 yy 看 作 总 数 , 于 是 ,我 们 只 牵涉 到 zy 平面 
LY ERR e0, yO. ) 

26 RHEL» (EFS Ph AB al 20 PP AD Ee PER 
F: 


z = xf lasy), 


(3) 


d 
FA = yl, y). 


在 下 一 节 , 我 们 将 从 事 这 个 和 更 一 般 的 方程 的 解 的 研究 。 
5, 微分 方程 组 一 一 解 , 轨 迹 , 平 衡 状态 


本 节 和 下 一 节 , 我 们 将 避 开 由 (3) 给 出 的 特殊 模型 ,而 研究 一 
般 的 平面 自控 微分 方程 组 


dx ， 
a = Fix, y), 


(4) 


dy _ s» 
det = Gzy), 


RA BREG Ery FR ER -AKER AETA. Ai 
ER REER 取 为 整个 平面 。 术 语 “ 自 控 ” 是 指 , O PRIE 
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PARE AG MN): 没有 和 任何 明显 的 依赖 关系 。 注 意 到 .(3) 是 
(4) 24 R 为 第 一 象限 时 的 特殊 情况 ( 见 练习 2), 

一 对 函数 (四 和 y(t) 称 为 (4) 的 解 , 如 果 满 足 

DOM y( 世 定义 在 同一 个 开 区 间 11a 过 :之 bta 可 以 是 
一 se 避 可 以 是 十 ce) 上: 

(DMF ELIOMAR: 


oz) = prt) ,y(t)) 


WD = Gr) yD) 

《c) 没 有 另外 的 图 数 OA CO. Ee YR 
(DI) EL HET LORS rO yO RAMA CET. 
满足 (4). 

条 件 人 ec) 意味 着 我 们 感 兴趣 的 只 是 人 47 在 最 大 时 间 区 闻 上 的 
fe. 例如 ,函数 一 (一 2 一 co<t<eoc 是 微分 方程 dz/d 一 z 的 一 
个 合格 解 ,而 函数 x 中 = 二 =e 一 1 < 之 10, 则 是 不 合格 的 。 

(4) 的 每 一 个 解 rG y Sy, E y FAE T 
ev PRA AE. RATA TE A R E 

R 的 每 一 点 都 有 一 条 轨迹 通过 ; (5a) 

任意 两 条 轨迹 除非 重合 ,否则 不 相交 : (5b) 

每 一 条 轨迹 ;或 省 是 一 条 不 自 交 的 光滑 沿线 ， 

或 者 是 一 条 简单 光滑 闭 曲 线 , 或 者 是 一 个 单 点 。 (50) 
其 证 明 类 似 于 "存在 和 唯一 性 "定理 ,参见 Hirseh 和 Smals A9L16 J 
或 Braun 的 [5J. 在 (5c) 中 列举 的 三 种 类 型 的 轨迹 的 示意 图 见 图 
18. 4. 箭头 表明 加 迹 是 怎样 随时 间 # 的 增加 描绘 出 来 的 。 正如 下 述 
例子 所 示 , 不同 的 解 可 以 有 形成 相向 的 较 迹 。 

例 1 方程 组 
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有 一 对 不 同 的 解 i 
x LE = cost, yt) = -sint, — oo <i p < oo, 
æ) = sint, y2(f) = cost, 一 co <it¢<loo, | 


这 用 直接 计算 即 可 得 证 。 但 是 ,这 两 个 解 确 定 相同 的 轨迹 BL 
有 方程 二 十 一 1 且 随 时 间 的 增加 取 顺 时 针 方 向 的 单位 圆 ， 6) 的 
通 解 公式 见 练 习 3. 参看 图 18. 5. 
IR AT IS RRA A 
重要 ,那么 ,将 (4) 的 两 个 方程 相 
除 ; 可 得 
dy Gir, y) 
dz Fixy)” 
FA Ab A — By Po ER a 
个 方程 或 许可 以 “ 解 ”, 这 些 技 巧 
可 在 Braun 的 [5] 或 Boyce 和 图 184 平面 系统 轨迹 的 三 种 类 型 
Diprima 的 L3] 中 找到 。 例 如 ,将 (人) 两 y 
SUFAER AMS dy/dx=—2/y. 分 离 变量 
并 积分 之 , 则 有 


ydy = — zdz, 


Lo 一 33) 一 Zla — 23), 

at + yt = AY, Hoeft A? = ah t+ yh, 
X A=1 时 ,我 们 得 到 图 18. 5 中 所 示 
的 单位 圆 , 只 是 这 时 不 再 有 年 何 的 时 
间 取 向 了 。 注 意 到 ,除了 点 轨迹 就 是 原 图 18.5 《57 的 轨迹 
点 自己 以 外 ,所 有 的 轨迹 都 是 中 心 在 原点 的 圆 ( 见 图 18. 5). 

对 于 (4) 的 非常 数 解 + 一 z(t),y 一 y(t) ,如 果 存 在 一 个 正 数 工 ， 
使 得 对 于 一 切 t, 都 有 
z+ T) = r@) ya + T) = yi), 
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就 说 这 个 解 是 周期 解 ( 或 循环 )。 基 小 的 这 样 的 了 称 为 循环 的 周 
RA. 相应 的 轨迹 是 一 条 简单 闭 曲线 ,我 们 也 将 它 称 为 一 个 循环 。 注 
意 到 , 例 1 中 循环 的 周期 =2x. 皮 过 来 ,任何 简单 闭 曲 线 轨 迹 ， 
对 应 于 一 个 周期 解 , 这 好 像 是 显而易见 的 , 因而 我 们 省 略 了 元 长 的 
正规 证 明 。 . 

一 个 循环 是 (5c) 中 所 列举 的 三 种 可 能 轨迹 中 的 一 种 。 另 一 种 
类 型 是 点 胃 迹 或 叫 临 界 点 。 一 个 点 (xoryo) 是 C4) 的 临界 点 的 充分 
必要 和 条件 是 

Firxoyo) 一 四 Cr = Ô. 

REHA OS YI yo 为 (4 的 一 个 解 的 充分 必要 条 件 是 


d ， d ， 
PA = ğ = F Cryd 4° =O = Gl2o.¥0)- 


由 于 每 一 个 循环 的 内 部 至 少 存在 一 个 临界 点 ,因此 ,临界 点 在 循环 
的 研究 中 扮演 了 一 个 重要 角色 。 这 个 事实 的 证 明 并 不 容易 一 一 见 
Hirsch 和 Smale 的 [16]. 

例 1 的 方程 组 恰好 只 有 一 个 临界 点 ;其 他 轨迹 都 是 循环 ‘练习 
3) ,下 一 个 例子 中 的 方程 组 恰好 只 有 一 个 临界 点 ,也 恰好 只 有 一 个 


循环 。 
例 2 设 r 和 8 为 极 坐 标 
[z = reos? (7a) 
a 
y = rsing, 
或 
一 2 alee 
[r= ct +99 ow 
ð = arctan€y/2), 
F RAE PH AeA 
Yora —rjyr So (Ba) 
d? _ 1. (8b) 


Gc 
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首先 ;把 (8) 用 直角 上 坐标 表示 。 由 (7a}) 和 <3) ,我们 有 
dz = Teose — rsing & = (1 — r* )rceos? 一 rsin? 


一 (1 一 得 一 一 多 


g= dr £= (1 — r*)rsin? + reos — 


= (x: yyt r, 
其 中 我 们 用 了 链 规则 ( 即 (d/dz) (cos8) = (d/d 8) (cos) (d6/dt)). 注 
意 到 ,(8) 的 任 一 个 解 * 一 r() ,2 一 6 ,通过 (7)] ,给 出 (9) 的 解 工 一 
za) yoy) RR. 
方程 (8) 比 59) 解 起 来 更 容易 些 。 事 实 上 ,有 


ri) = 


d (9) 
> sind + recosd 


Fo 
[r5 + (1 — orijent A ro 


OG) = i+ 4,,0, ER. (11) 
r( 划 这 个 解 可 由 (8a) 经 分 离 变 量 得 到 ,运算 的 细节 留 给 读者 完成 
《练习 4)。(11? 式 由 (8b) 通 过 积分 得 到 。( 假 设 当 :一 0 时 ,r= 二 ro 和 
=p). 
WR ro=1. r= MMR r=, WrO=0. 由 (10) 看 
出 ,如果 O<ry <1 那么 , 当 * Bom r Ce) FHI HUF 1, WE 
ro 1, WA t REN Boot. (7) 单调 减少 到 1. HA BE Fr) | 
=0 WF —- PASE (0.0). m r(O=1,00)=1+46 对 应 于 直角 
坐标 方程 


= 0 (10) 


x(t) = cost + 8), y(t) = sine + 4), 
这 是 单位 圆 的 参数 方程 。 
因此 ,方程 组 (9) 有 唯一 的 一 个 临界 点 (原点 ) 和 唯一 的 一 个 灌 
着 单位 图 的 循环 .轨道 的 图 形 见 图 18. 6. 
在 例 1 和 例 2 中 ,最 有 特色 的 轨迹 是 循环 和 临界 点 ,我 们 称 它 
NAF MAR. ERE. A] 中 的 每 一 条 轨迹 都 是 平衡 轨迹 ,而 例 
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2 中 的 每 一 条 轨迹 要 么 是 平衡 加 
迹 , 要 么 就 是 随时 间 推 移 趋 近 于 这 
样 一 条 轨迹 。 有 没有 不 解 方 释 组 
4? 和 不 求 通 解 公式 就 可 决定 平衡 
PG AT EAE? .通过 解 方程 组 
Firyy) =0#Gtr,y) =0 

可 以 求 出 临界 点 .然而 ; 求 出 微分 方 
程 组 的 循环 (如 果 存 在 的 话 ) ,通常 
就 不 那么 容易 了 。 相 对 来 说 , 例 1 和 例 2 是 简单 的 ,因为 相应 的 微 
分 方程 组 能 够 解 出 来 ,但 这 并 不 总 是 可 能 的 。 在 下 一 节 中 ,我 们 将 
阐述 一 个 强 有 力 的 方法 ,以 确定 一 般 的 平面 自控 微分 方程 组 (4) 的 
轨迹 中 循环 的 存在 , 它 不 依赖 于 通 解 公式 。 

例 1 和 例 2 的 微分 方程 组 不 具有 (3) 的 形式 ,于 是 不 能 描述 一 
对 相互 制约 物种 的 动态 (练习 2)。 尽管 如 此 ,每 一 个 微分 方程 组 仍 
有 循环 , 因而 我 们 期 望 山猫 一 免 子 相互 制约 的 任何 模型 都 有 循 环 ， 
于 是 ,我 们 可 以 想象 图 18.5 和 18.6 中 的 轨迹 模型 至 少 定 性 地 可 
能 是 山猫 一 铺子 总 数 轨迹 的 示意 图 。( 注 意 到 ,图 18. 5 和 18. 6 中 
的 非常 数 轨 迹 通 过 所 有 四 个 象限 ,而 山猫 一 免 子 轨迹 ,自然 只 能 保 
持 在 第 一 象限 .) 我 们 把 更 详细 地 分 析 这 两 个 例子 .并 思索 每 一 个 
微分 方程 组 的 * 生 态 学 意义 ”的 工作 留 给 读者 (练习 3 一 5)。 


图 18.6 一 个 循环 ,一 个 临界 点 


6 hk 重 法 


这 一 节 的 目的 是 阅 述 微分 方程 组 (4) 存 在 循环 的 准则 ,这 准则 
不 要 求解 出 微分 方程 组 。 像 以 前 一 样 , (4) 的 解 是 一 对 函数 x 二 
z(t sy 二 yb ,它们 对 于 在 某 个 最 大 时 间 区 间 上 的 一 切 时 刻 + 满 
是 4) 的 两 个 方程 。 为 方便 起 见 , 我 们 将 用 z(t 了) 表示 坐标 对 
C2) ye) Hp P= a ,y(0)) 为 解 的 "起 点 ”六 将 表示 对 应 
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的 轨迹 。 

以 {zt 也) ,tf 汪 0} 定义 的 六 的 子 集 是 起 自己 的 正 半 轨 迹 ,用 
DE aR Ur 可 以 类 似 地 定义 ,如 果 一 个 轨迹 全 的 正 半 轨迹 ,“ 运 始 
点 "了 对 它 无 关 紧 要 .我 们 就 用 更 简单 的 记号 tT 有 类 似 的 意 
30. RE RITER ORE GP). 在 图 18. 6 中 就 可 看 到 正 半 
轨迹 (例如 由 PP 开始 的 半 轨 迹 ) 的 例子 。 

关于 正和 负 半 轨迹 PE 和 [5 我们 可 以 定义 正极 限 集 和 负极 
限 集 oC CPM ACP ENF : 

定义 RTS A—PIEF A BAER RR oD 
如 下 那样 的 外 Bray eR ET SET A RF oo AT F a 
bistea tt sins tts A zG) QQ, 

SAAR PRS aCe) OT AR eM Aa ASAD t 4 2 增加 时 
递减 地 发 散 于 一 oo. 读者 不 难 验证 ,极限 集 与 站 上 点 了 的 选取 无 
关 , 因 此 ,我 们 可 以 谈 及 oC) A aC) (EY 6). HERE. WET Æ 
临界 点 或 一 个 周期 轨迹 , 则 at 了 二 wl 站 = 六 下面 的 例子 说 明了 
平面 极限 集 的 某 些 可 能 情形 。 

AS 徽 分 方程 组 qzydi 一 zvdyydt 一 一 有 轨迹 局 :一 0 3 
=e"; oll) = (0,0); BER YY to — ont yoo", Amel Bs 
集 . 对 于 轨迹 ee y= 0:0) WER aT) = (C0). SF BL 
迹 症 :二 e'，y 一 er*; 两 个 极限 集 都 是 空 集 。 见 图 18. 7. 

META BK Yt + cont. CP ERNE oD). FR, 
例 3 PAID 正 渐 近 于 原点 。 同 样 ,我 们 可 以 定义 工 负 渐 近 于 
a); 例 3 中 的 了 就 是 负 渐 近 于 原点 的 。 

例 4 图 18.8 Pras mia se ch Ol 2 的 方程 组 产生 的 ,有 下 述 
的 极限 集 ( 见 练习 7) 

Q = #(Q) = a(Q) 

P= em =a?) 

T= wT),Q =a) 
P= al, al, HER, 
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o(P,)=(0,0) 


Ts T; . 
D r 
alla) = 
F 
f 


18.7 #3 A EARR RE 18.8 Bd SRP 
从 这 些 例 子 可 以 猜测 ,极限 集 要 么 是 空 集 , 要 人 么 含有 唯一 的 半 衡 轩 
迹 :, 即 临界 点 或 循环 。 但 是 , 像 下 面 的 例子 所 表明 的 ,这 点 并 不 正 
确 。 

WS 在 极 坐 标 下 ,微分 方程 组 


dz = 一 yy 十 tz 十 六 一 YA a ay’ — z 
d £12) 
a = zly + l t ¥ —1¥]4+ yo ay a 
变 成 | 
Zra 一 r’) 
. g = rsint + OF 1Y. 


TERE EREE T A OU BE A: Ps 在 一 0 处 ;Ps 在 r 
=1,0=0 处 ;而 Pl 在 "二 1,0 二 x 处 。 再 注意 到 , 除 在 这 些 临 界 点 
bh, dé/de> 0. MAR Orl, WU) de/d > 0; NB r> 1 WW dr/de< 
0; HR r= 1, dr/di=0. RITA oC PDH PUP UP. Pols it 
a) ABE eo Paseo). H aC = Ps)se(P={Pi}=a 
GPa a S= iP =e). 其 相 图 就 示 于 图 18.9 中 。 回顾 例 2,r 
(出 人 0) 给 出 。( 例 2 和 种 例 5,; 有 相同 的 dridi 的 方程 式 , 但 ddr 


wee berd eee ees roe a 
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的 方 积 式 和 不同。 我 们 让 该 者 来 完成 关于 这 个 例子 的 分 析 , 验证 下 
面 指出 的 极限 集 和 图 18. 9 的 真实 性 (练习 8). 

BS 全 有 一 个 极限 集 , 这 个 
集合 (也 就 是 集 DURU {P Poh) 
既 不 是 唯一 的 临界 点 也 不 是 循环 ， 
这 是 一 个 竺 钱 图 的 例子 。 划 一般 地 ， 
循环 图 CG Ccycle graph) 是 连通 的 
轨迹 的 并 集 , 使 得 
(DCG 包含 正 有 限 多 个 临界 


点 ; 


18.9 2) rae 


C2) 如果 Pio P, E CG HK 
界 点 ,那么 存在 CG 的 非 临界 轨迹 Dote TE 
CE = Pai = Lloegr 
wD) = Pasi = hyeon 
其 中 P meh * 

DCG 中 每 一 条 轨迹 的 每 一 个 极限 集 是 CG 的 临界 点 。 

例 5 中 的 轨迹 本; 和 T 都 有 是正 渐 近 于 循环 图 DUNNU IP), 
Ph. 

从 例 2 一 5 可 以 发 现 , 一 条 轨迹 COREE A HA E 
界 点 或 循环 ,如果 当 : 增 加 时 它 有 界 [ 妈 六 位 于 一 个 矩形 中 J, 那 
么 ; 它 会 正 新 近 于 或 者 一 个 临界 点 ,或 者 一 个 循环 ,或 者 一 个 循环 
图 。 实际 上 ;正如 Poincare 和 Bendixson 所 证 骨 的 下 述 非常 深刻 的 
结果 那样 ,没有 其 他 的 可 能 存在 。 

RE 设 丫 为 (4) 的 一 条 有 界 正 半 轨 迹 , 且 假定 (4) 只 有 有 
限 个 临界 点 。 那 么 ,下 述 五 种 可 能 中 怡 有 一 种 是 真 的 : 
(1) 厂 是 一 个 临界 点 ; 


* BAD Pi,… Pe 适当 编号 后 ,才能 保证 Pio 的 存在 一 一 校注 
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OP EANET ARETA 
Dr EAR: 

OL EAT — i: 
(SOP TERT — AmE- 


ay p r a (5) 
D ! @ ery =r Tea ° 


美 于 这 个 定理 的 证 明 , Gl, Coddington 和 Levinson 的 [9j. 如 果 PO 
AR MF aa MARMARA. RR OCD) Ml aC) hin BE 
性 联合 起 来 ,就 得 到 了 有 界 轨迹 的 极限 集 的 11 种 可 能 5 见 练 习 
9)。 这 些 可 能 的 示意 图 见 图 18. 10. 

to R—P EP HIE CAR HL EMRE ORAS 
海 界 点 ,那么 , 根 据 五 二 法 ,可 以 断定 往 环 的 存在 。 事 实 上 ,在 这 种 
情形 下 ,wt 门 本 身 就 是 一 个 搬 环 。 在 下 一 节 , 我 们 将 叙述 一 个 捕食 
者 的 模型 ,恰好 出 现 了 这 种 情况 。 

为 了 今后 的 应 用 ,我 们 引 和 排斥 临界 点 的 概念 。 《4 的 临界 点 
P 称 为 排斥 的 ,如 果 存 在 一 个 以 了 为 中 心 的 圆 形 区 域 ,使 得 

(1) 对 于 一 切 QED, 4 i> colt <U.Q)-P, 

DAFA QE D 和 使 得 一品 的 一 切 序列 {6} LR es 
DEERME zt 人) 一 /一 天 

对 于 排斥 性 ,有 一 个 简单 的 代数 判断 法 ,不 过 ;我 们 把 证 盟 省 
ey. 

排斥 性 判断 法 ia ro ECO HI R” A abcd 为 如 
下 定义 的 常数 


,下 _ ak 
ax |; ay (pow 
= > „d = Z . (13) 
ax TaY? ay (rg ery] . 


02e 
SAA 


图 18.10 eA A eB A i TE. RRE 11 种 情况 


MR atb>o 以 及 ad 一 Be 这 90"; 则 (zosyo) 为 排斥 临界 点 。 如 果 a 
+d <0 BR ad —bce<0, Wi) (tos yo) RHE HEF AY 

HERE WR r AHF IAr ASAE RR 
正极 限 集 上 。 下 一 个 例子 说 明了 ,在 不 知道 解 的 公式 时 , 怎样 用 五 


* 这 些 条 件 意 奈 着 和 上 捕 在 (ro 处 的 雅 可 比 先 阵 的 特征 值 有 正 实 数 部 分 。 
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重 法 和 排斥 性 判断 法 去 推断 循环 的 存在 性 。 

” 例 6 我 们 将 用 例 2 的 方程 组 ,但 不 用 任何 求解 公式 . 设 R 为 
POERA OS S? 的 圆 形 区 域 ,R 的 内 部 正好 有 一 个 临界 点 
《0,0) 。 这 个 点 是 排斥 的 ,因为 由 (9) , 知 


a> {cl x? Moa Fao = {1 一 xt 一 3 一 227 oo， =| 


it 2 
b= BG — a Vie — yimp = [— 29 — ljan =— 1 


c= Ata — 2 yyt thom = 1 Bry t ham = 1 


d= 5a — 2? — yy t rhon = tH — at yy ehon = 1 
(14) 
Ait atd=2,ad—be=2, ATPL HER EH EA RAE. 

于 是 在 R BALE — AP. A dr/dt=r (1 —r*) = 20 — 
A<. Aube Fat PHAR FARABEK. 这样 ,五 童 法 适用 
于 TF. 由 于 原点 这 排斥 临界 点 不 可 能 属于 eA OR A 
SAMS RTA OCS) MR. GOR PET RAB 
Alt We 自己 不 可 能 是 循环 。 为 什么 2 自然 ,通过 半 (8) 的 较 
验 ,容易 看 出 ,r 王 1 是 一 循环 。 


7. 捕食 者 一 被 捕食 者 模型 :Kolmogorov 定理 


让 我 们 再 回 到 方程 (3) 这 个 (4) 的 特殊 形式 上 来 ,我 们 主张 把 


它 作为 两 种 物种 相互 制约 的 模型 ， 
dz 一 afta 1y) + 
dy 


de yer), 
现在 我 们 要 和 做 两 件 事 。 首 先 ,给 函数 上 和 8 加 上 反映 被 捕食 者 物 
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种 > 和 捷 食 者 物种 > 之 间 捕食 者 一 被 捕食 者 相互 制约 "的 条 件 。 
其 次 ,证 明 五 重 法 在 某 些 情况 下 可 以 用 来 推断 循环 的 存在 ,为 了 更 
方便 地 留意 捕食 者 和 被 搬 食 者 ,对 于 免 子 ,我 们 用 已 代替 <: 对 于 
山猫 ,用 大 代替 》y, 进 而 考虑 下 述 方程 组 


dH . 

> a ASCA.L) 

di, - 
de LeA iy), (15) 


其 中 了 和 g HBP BRR HENLE 上 是 连续 可 微 的 。 
PRET fie 的 条 件 反 映 了 捕食 者 一 被 捕食 者 相互 制约 
的 可 能 人 性。 它们 和 Kolmogorov 最 初 提 出 而 后 被 Bulmer 修改 的 条 
HFA 3a HAI ， 
QISA 山猫 总 数 的 增加 促使 兔子 的 喊 少 ; 
(DaglaH>o 兔子 总 数 的 增加 促使 山猫 的 增加 ; 
(3)* af/aH<o 兔子 总 数 的 增长 导致 过 分 拨 挤 ,等 等 ， 
O 轩 而 影响 到 兔子 的 增长 率 下 降 ; 
(4)ag/aL 0 由 于 自身 数目 过 剩 的 作用 ,山猫 数量 
受到 限制 ， 
(5) f(0.L,)=0 MFR L0; BE ee 
L 时 ,人 兔子 总 数 就 将 减少 (根据 条 件 1 
和 32"" , 即使 兔子 总 数 其 少 的 时 异世 
这 样 。 
(SIF CH .0) =0 对 于 某 个 A> 050, 为 没有 山猫 时 系 
统 所 能 容纳 的 兔子 数量 ;超过 了 HH,， 
由 于 过 剩 ,就 开始 衰落 (根据 条 件 3); 
(7) g¢(H,,0) =0 对 于 某 个 A> 05H, 为 维持 山猫 群落 


* 这 个 假定 后 面 将 改变 。 
++ 原文 误 为 “by conditions land 2"。 一 -一 校注 
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所 必须 的 兔子 数量 的 下 界 ; 
H >H, 否则 ,山猫 群体 和 将 灭绝 ， 
{9)” 兔子 等 斜 线 ， 这 条 由 /AH ,7L) 一 0 定义 的 光 洪 曲线 ， 
”如 图 18. 11 中 示意 ; 


L L 
LL 
= pA Lin SF RAS 
FB Lh 
_ H _— 
H; H, H; Hi = 
图 18.11 ATH 图 18, 12 Se EER 


C0) 山 猫 等 斜 线 ,这 条 由 g(H,L) 一 0 定义 的 光滑 曲线 ,如 图 
18. 12 中 示意 。 

条 件 9 和 10 似乎 是 含糊 不 清 的 和 非 生态 学 的 。 更 精确 的 叙述 
如 下 : 

(D 当 HS0, Le 时 ,由 兔子 等 斜 线 的 方程 了 CH ,二 0 可 
氛 瞧 一 地 解 出 工 :上 二 ACFH) Hp h EEK LO, A, | BESET 
i, OGRE. H AOS L RH 二 0. 

(10924 H0.L20 时 ,由 山猫 等 射线 的 方程 gCH L) =0 可 
以 唯一 他 解 出 五 :是 =&(L) ,其 中 定义 在 区 间 [0,20) 上 ,单调 递 
R ET M E OS Ha 

其 实 ,由 条 件 (1) 一 (7) BY Be Ae 
确 的 陈述 (类 似 陈述 的 但 不 太 容 易 的 证 明 见 [1 或 [16]) .这 里 我 们 


* RTE. 
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未 打算 进行 这 些 推理 了 。 
读者 能 够 容易 证 明 ( 练 习 10); (515) 在 总 数 象限 里 面 恰好 有 一 
个 临界 点 Q@; 而 且 这 个 QQ@ 是 山猫 和 人 兔子 的 等 斜 线 的 交点 Cxoyy0). 
我 们 恢复 寻找 循环 的 工作 。 这 样 , 人 们 就 可 期 望 下 一 步 特 像 例 
6 那样 进行 。 我 们 打算 这 样 懂 , 不 过 我 们 将 构造 区 域 R, 使 之 既 包 
含 一 个 有 界 的 正 半 轨迹 I 直 ,又 包 舍 临 办 点 扎 - 困难 在 于 局 不 是 排 
斥 的 (练习 11) .于 是 ,可 以 想象 ,mw 人 CIE a RS OQ, HRERS IE 
环 。 这 甚至 可 能 是 捕食 者 一 被 捕食 者 系统 中 的 情况 。 尽管 如 此 ,我 
们 需 村 循环 ,并 不 得 不 改变 基 些 条 件 以 使 Q 是 排斥 的 。 
这 实在 是 一 个 困难 ,并 且 在 近 
几 年 内 已 经 引起 这 个 领域 的 研究 工 
作者 之 间 的 许多 争论 。 在 对 生物 的 
包含 循环 的 捕食 者 一 被 捕食 者 系统 
《但 不 是 山猫 和 兔子 ) 作 了 实验 室 的 
实验 的 基础 上 , Rosenzweig 已 经 担 
WO"), ee 3.9 和 10 应 该 用 下 述 18.18 HEB Roseneweig Hy 
的 条 件 来 代替 。 om Aare 
(3a) Æ/3H | Leon, > 0 HA UI 
猫 和 低 密度 的 兔子 意味 着 群居 有 助 于 兔子 的 繁殖 。 
《9a 一 10a) 锡 子 和 山猫 的 等 斜 线 有 图 18. 13 中 示意 图 的 样子 ， 
临界 点 Q 位 于 兔子 等 射线 的 上 升 部 分 。 
我 们 需要 一 个 决定 性 的 条 件 ; 以 使 成 为 排斥 的 。 像 人 3) 一 
样 , 设 a,b,c,d EMAAR QS (xo,yo) 上 确定 ,由 于 F 二 xf 以 及 G 一 
ye. 我 们 有 (回顾 一 下 fxoyy0) 一 0 一 g(x0sy0)》 
a = F(xosyo) = Fros yo) F Lof: CXar ya) = Tof ro, Yo) 


b= E Cras Yo) = Zod y(Los¥o) 

c= GC Eor Ya) = Mor Toryo) 

d= G, Car Yo) = g(xosyo) + Voy (os Ya) 一 Voy Eor Yo). 
£16) 
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我 们 的 最 终 条 件 是 

Datd>0 Ai ad—be> 4. 

我 们 不 打算 去 证 明 这 些 与 生态 学 领域 有 关 的 新 条 件 是 正确 的 了 
Ch, Rosenzweig 的 中 )。 它 们 是 有 争论 的 ,但 确实 给 了 我 们 下 述 的 

Kolmogorov 循环 定理 HODA AA ff ce ARRBRP 
满足 条 和 件 1:2.3a,4 一 8,9a,10a 和 11. BA ABRERARAA 
— A+ ME. 

证 明 ”为 简单 起 见 , 假 
RES 13 的 示意 图 中 的 山 
猫 等 斜 线 与 垂 线 H=A, $i 
交 ( 不 是 这 种 情况 时 的 分 析 ， 
见 Bulmer 的 [8]), 那么 帮 图 
18. 14 PREE R. 

让 我 们 证 明 , 正 半 胃 迹 
rt (其 中 的 了 比如 说 位 于 太 
A E 上 ;整个 地 位 于 怀 
内 部 。 我 们 将 通过 证 明 Ce 不 可 能 穿 过 周 界 EUEUEUE AR 
中 “和 逃脱 ”来 证 明之 。 包 位 于 一 条 轨迹 上 ,轨迹 五 由 五 二 0, L>0 
定义 ,而 0 是 原点 且 为 临界 点 ,于 是 ,当时 间 增 加 时 ,没有 轨迹 能 够 
SHE WR PUM EA. ORR. CRA 
ZFT, 或 临界 轨迹 0; 但 是 ,轨迹 之 问 是 不 能 相交 的 。 边 界 E 由 
再 述 轨迹 组 成 :两 个 临界 点 0 和 CRT H, A CD, 0 E 
同 起 来 ) ,以 及 由 0 所 五 过 局 之 一 0, 且 离开 0 朝向 A, 而 去 所 定义 
的 轨迹 。( 读 者 应 当 验 证 一 下 ,号 和 E 的 箭头 正好 如 标明 的 那样 
《练习 12). ?依旧 ,没有 轨迹 能 够 穿 过 E SA R. 

随 着 时 前 的 增加 ,有 些 轨 迹 可 能 穿 过 E AMMA A Ae 
动 ,因为 这 个 驱 上 的 点 在 兔子 的 等 斜 线 5 在 其 上 (A dD S0 E 


图 18.1t Kolmogorov 箱 环 定理 区 域 民 
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方 , 且 由 条 件 1 知道 af /aL <0, FH. AIR RM dH /dt<0, {KIH 
BA SURE RA H BAR O 的 轨迹 将 水 平 好 移 
动 到 这 个 点 的 左边 ,因为 会 在 山猫 的 等 斜 线 上 ;, 即 gC 地 ,二 0, 因 
此 dL/dt 二 0, 沿 着 穿 过 E, ARH. PA FRE. A 
弧 土 的 点 同时 在 两 条 等 射线 之 上 方 , 旦 根据 条 件 1 和 4, 有 39/13L 
<X0,ag/AL<0. 于 是 ,没有 轨迹 能 够 穿 过 边界 而 离开 怀 , 且 轨迹 通 
过 总 数 象限 内 部 的 顶 边 和 右 侧 边 进 入 尼 

我 们 当前 的 目标 是 要 证 明 wcrz) 是 一 个 循环 。 根 据 五 重 法 ， 
只 要 证 明 wlI#) 不 包含 临界 点 就 行 了 。 可 是 ,在 总 数 象限 中 ,05) 
的 临界 点 为 原点 0. 位 于 已 轴 上 的 点 扎 ; 以 及 QQ. 因为 @ 是 排斥 
的 , 故 忽 不 可 能 在 eS) A. RY RE AG CF) = {0}. 为 了 ”到 | 
达 "6,I 必须 贯穿 图 18. 14 中 打 横 影 线 区 域 的 内 部 , 且 对 一 切 足 
够 大 的 :还 将 保留 在 这 个 区 域内 (如 果 wl = 10}), KD. OE 
Cad yQ) EXP RRB ABB, MA. 2 G0 H ede) /de>0,5% 
RRA EA IF BAM C2) ,>(D) 保 留 在 这 
TERA: PARRY oot. Cre) y 2) 0. FT SAO HE CR 
习 13) WEAR rH, h 

于 是 ,如 果 OCP) RRS PETE oS) oe 
个 循环 图 CG. AF Q RFE AE BCR AY TE BR RAR AQ 不 可 
能 属于 CC 参看 循环 图 的 定义 ) ME H, 属于 CG, 那么 ,具有 正 
ARR RAH) A ARR OE E 的 轨迹 也 必定 属于 CG, 因 为 
MEER 中 具有 正极 限 集 { 妃 ,的 唯一 的 轨迹 .根据 循环 图 定义 中 
的 条 件 3, 于 是 我 们 必定 有 0E CGC, 但 是 ,如 果 0ECG, 那 么 ,无 界 
轨迹 局 也 属于 CG, 这 是 国 为 它 是 总 数 象限 中 以 {0} 为 正极 上限 集 的 
一 条 轨迹 。 由 于 wT ) 是 有 界 的 (因为 T 有 界 ), 这 是 不 可 能 的 。 
于 是 ,acit) 不 含有 临界 点 。 根 据 五 重 法 ,我 们 得 证 oT) B—t 
循环 , 从 而 证 明了 Kolmogory 循环 定理 。 

注 ”注意 到 , YP 为 位 于 R 的 边界 上 和 总 数 象限 内 部 的 任 一 
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点 时 ,上述 论证 对 于 Pe 者 成立。 也 注意 到 ,了 T# 保留 在 六 内 的 证 
明 , 没有 用 到 久 的 排斥 性 ,因而 同样 会 从 最 初 阐述 的 条 御 1 一 10 
得 到 。 

我 们 终于 提出 了 一 个 捕食 者 一 被 捕 者 食 系统 中 关于 循环 的 判 
断 法 . WA Kolmogorov 定理 所 有 假设 的 系统 , 见 结尾 和 练习 14 及 
18. 应 该 再 强调 一 下 ,可 能 存在 没有 循环 的 捕食 者 一 被 捕食 者 系统 
《 见 [10]), 不 过 ,在 这 里 ,我 们 自然 对 它们 没有 什么 兴趣 。 

我 们 已 经 集中 注意 于 采用 微分 方程 模型 。 这 样 的 方程 眶 时 地 
把 总 数 的 改变 转换 为 增长 率 的 变化 。 不 过 ,要 是 引入 一 个 时 间 壕 
洁 , 例如 用 微分 迟滞 方程 
tee = HAHG — a), La — £)) 


d 
aLe) _ 
di 
(HAR 0.8.7 和 6 都 是 正常 数 ) 就 会 更 通 真 , BAL EM 
方程 组 断言 ,现在 的 比率 不 仅 受 现在 总 数 的 影响 ,而 且 也 受过 去 某 
一 特定 时 刻 出 现 的 总 数 前 影响 。 甚 至 循环 也 可 以 从 这 样 的 方程 组 
导出 [221. 


Lingi a — Y) La — 8), 


8. 结尾 : 免 子 吃 山 猫 吗 ? 


如 果 适 当选 取 常 数 ,那么 ,模型 
a -一 五 [az — EH — yEy — SL] 


di 
dt 


35 Kolmogorov 循环 定理 的 条 件 ( 练 习 140 ATA. CR 
个 模型 见 练习 18. } 从 dH/di 的 形式 


(17) 


= L[— a + 0H — HL}. 
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att = (a 一 PYH + 28H? 一 PH’ — PHL, 
我 们 看 到 ,如 果 a? > V7 >0,0>0, BAY L AA RANA 
RT BBE RR”. ER FORO ArH? 所 
支配 的 东西 发 生 了 ,并 且 免 子 总 数 非常 迅速 地 增长 。 自然 ,一 旦 五 
或 工 充分 大 时 , 负 比 率 项 就 起 主要 作用 ,增长 率 随 之 变 慢 ,甚至 可 
能 变 成 负 的 。 

BAUDET MRAR- 兔子 群落 的 真实 事态 
Gilpin 在 [5] 中 试图 策 一 个 类 似 的 村 下 全 于 来 自 只 得 进 江 公 司 
记录 的 毛皮 的 真实 数据 。 在 他 的 变化 率 方程 中 ,对 于 常数 的 “最 合 
适 ” 的 选择 ,导致 了 用 他 和 一 如 分 别 地 代替 (17) 中 的 一 信和 以, 这 
意味 着 ,兔子 和 山猫 的 遭 寺 增加 了 兔子 的 总 数 而 减少 了 山猫 的 总 
ze ReMi Tee TII | 

Gilpin 认为 ,这 种 生物 学 的 令 人 吃惊 的 事 , 可 能 是 靠 着 兔子 带 
有 的 .不 是 对 于 信子 而 是 对 于 山猫 是 致命 的 疾病 造成 的 。 可 是 ， 
Weinstein 在 [528] 和 中 说 ,没有 这 样 一 种 疾病 的 资料 。Weinstein jÅ 
为 ,山猫 的 循环 是 想象 的 ,而 在 哈 得 性 湾 公 司 的 记录 中 表明 的 循 
环 ,只 与 为 取得 毛皮 而 使 用 折 兽 器 的 猎手 的 狩猎 计谋 的 变化 有 关 。、 
特别 地 ,他 认为 设 陷 阱 的 猎手 (加 拿 大 的 印第安 人 ) 大 抵 对 用 兔子 
作为 食物 感 兴趣 .在 兔子 足够 多 的 岁月 里 ,猎手 很 容易 地 获得 所 需 
的 食物 ,从 而 为 了 零花 钱 就 用 剩余 的 时 间 去 诱捕 山猫 。 但 是 ,如 果 
兔子 稀少 了 , 掉 兽 者 就 没有 时 间 去 捕获 山 猎 了 ,因此 , 险 得 还 湾 公 
司 收购 的 山 猎 皮 数 量 就 大 大 下 降 。 这 种 解释 多 少 有 点 牵强 附会 。 

还 有 另外 的 不 同 见 解 。 例 如 ,Nellis 等 人 [25] 和 Brand 等 人 
[4] 指 出 ,山猫 的 捕食 不 是 美洲 免 大 量 死亡 的 非常 充分 的 决定 性 因 
素 。 于 是 ,可 能 是 另 一 种 东西 正 导 致 兔子 的 循环 ,而 不 是 山猫 。 这 
意味 着 山猫 -兔子 群落 不 是 封闭 的 。 

Keith 在 他 的 书 中 甚至 作出 了 一 个 有 力 的 论证 [1?], 以 否定 
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山猫 - 免 子 群落 封闭 性 的 存在 。 他 指出 :那些 北方 森林 的 外 来 动物 
也 有 十 年 一 循环 的 ;披肩 鸡 ,北美 松 鸡 ,人 匈牙利 松 鸡 , 雷 岛 , 云 杉 鸡 ， 
WEAN, UE. kame. Bulmer 在 [7] 中 附 如 了 更 多 的 物 
PHAGE AA: THE» Fe ABA TR» SEA IEA PE E. a EE 
A —2o. SPIRE AS E i Ba EE 10 年 。 可 是 ,这 
布 于 巨大 森林 面积 的 ,十 分 不 同 的 物种 的 周期 长 度 和 循环 状况 两 
者 充分 的 相互 作用 ( 即 几 乎 同时 达到 最 高 点 和 最 低 点 ?存在 , 暗示 
了 某 些 外 部 的 周期 的 推动 力 使 得 这 样 的 整个 生态 系统 在 它 的 循环 
轨迹 上 运动 。 关 于 这 些 问题 的 许多 新 近 的 论述 , 见 L27]. 

Keith 注意 到 "中 ,对 于 挑选 出 来 的 任 一 个 特殊 理由 ,证 据 都 是 
不 充分 的 。 然 而 ,Bulmer 提出 了 一 个 有 说 服 力 的 理由 "1 :美洲 免 
自身 直接 地 或 间接 地 导致 其 他 物种 循环 。 引 起 兔子 总 数 王 年 一 循 
环 的 是 什么 ? 尚 无 人 知道 。 


练 J 


1， 讨论 1,2,3,4 和 8 等 节 给 出 的 关于 循环 的 各 种 说 明 , 你 能 想 出 其 他 可 能 的 说 
明 吗 ? 

2. 人 们 也 许 总 想 说 ,通过 令 

F = yi Fr) = af G = Gy) = ye. 

(ORAS AE. BETAPA APA? 握 示 : 当 * 一 0 或 ?一 9 时 
会 发 生 什 么 ? 

3. a) 求 (外 的 解 式 .提示 ,dizi 由 一 dyidt 二 一 x 解 党 系数 方程 ls /ditoa ao 

”得 ztD =ercos-bersine HR oy He: AEREN RAH de/d yR y 
b 利用 证 明 (67 怡 好 有 一 个 临界 点 , 面 其 他 输 迹 者 是 循环 的 部 分 结果 ,证 明 
2 是 每 一 个 循环 的 周期 。( 这 不 基 生 型 的 具有 循环 族 的 系 主 。 B 
. 环 的 周期 不 同 。) a. 

4. fide/de=rU—r?) 20. 提示 ;通过 写 一 40 一 ?ldr 一 由 ,再 用 部 分 分 式 或 
积分 表 求 出 遂 解 ,假设 0<r<1 BR > 1 ,并 各 别 地 处 理 * 一 0,:, ERO) AYE 
一 前 特 环 有 闷 期 2r- 

5. ”尽管 例 1 和 例 2 的 方程 组 不 描述 相 下 制约 的 两 个 物种 ,但 可 假托 它们 贞 生 态 


15. 


16. 


I7. 
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SREY Mea. Fa AAT HAS AE A. 

Ue 2 HEB PCr. RR QED 证明 ord Hol A>. aE 
BA Ar) yO 是 5 的 当 a<ic5 时 的 解 , 那 和 ,如 果 天 (一 工作 一 上 
Gayle). Mato. yO) Batestectéte 时 纪 是 一 个 解 。 通 过 计算 
dr /d=—drtt—e d=drtt— ed — OS Prt ye = Foe), 

yO). PGE ACG) yO AG.) 9. (2 YB A Be r 

验证 例 + AR PR. 

验证 例 5 的 极限 集 ， 

证 明 : 图 18. 10 中 11 种 可 殿 选 样 的 示意 图 ,是 仅 有 的 11 An EAA A Git- 
a) 证明 ,在 条 件 1~19 下 ,恰好 有 一 个 内 部 的 糖 界 点 存在 于 总 数 象限 中 
b QUSRC SE 23a, d8, 92:10, HH a). 

ER TE L107. ARRA O TERFN. Ea FA ec 
和 d<0. 然后 用 排斥 性 判断 法 。 

用 Kolmogorov 循环 定理 的 假定 .验证 图 18.14 中 局 和 E 上 箭头 的 方向 。 
在 Kolmogorov 循环 定理 的 证 明 中 ,断言 OAE t AEE 

i f(z. yea? — F(x — FY - 8 y gle Sash y— 8 Nn pya, 
Sic 为 非 零 常数 。 求 杆 条 件 1.2 3a,4-8, 9.102 和 11 RB A 
证 明 , 如果 玉 是 一 个 有 界 区 域 ,使 得 (4} 人 的 和 拇 一 条 轨迹 当 ? 增加 时 穿 过 RR 的 
WREA RA. AR RAO A BAR 至 少 包 沼 一 个 短 环 ， 

a Df Ancona- Volterra RA EJA dc /de— ria by) dy/di= yi —et+dx), Hp 
abcd 均 为 正常 数 , EH, 在 总 数 象 良 内 部 有 唯一 的 临界 点 存在 ,而 在 这 个 
象 凰 内 部 的 其 把 和 迹 都 是 循环 。 提 示 +: 证 明 扫 迹 的 非 郑 数 方程 汶 内 ee 
ete = Be, Mahe dy/d2— yl et drr aby) | PE BS). E 
指数 ,能 得 到 这 些 结果 。 证 明 轨 迹 都 是 循环 会 更 困难 C5],[6]， 

D 证 明 ,a? 的 系统 可 以 甫 释 为 没有 过 分 拥挤 作用 的 拱 食 者 -被 捕食 者 系统 ， 
其 中 + 为 被 捕食 者 物种 ,而 y 为 狂 食 者 条 种 。 证 明 条 件 4 失效 ,以 及 
Kaimogorov 特 环 定理 不 适用 . 

只 要 有 办 区 域 舍 有 无 限 厅 个 临界 点 ,就 不 能 应 用 五 章法 .证明 ,方程 组 drdi 
=(r+ y). (1—1 yi dyd = Lert yy) Cla? — 9 Ap A 
FED C mE TRAR ETERA A AB E 为 它 的 正极 限 
集 。 

mg dA /dt=r (1— CH / KDA —CU eA Ldi de= be Ci me L- 
dL ,元 示 补 捕食 者 已 SEARA K iA Be ae 1 H ROY 
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Het RASHES. HAS RHRSARHS RRR THESE 
WAC —e Aol, cps 为 每 个 捕食 者 捕获 被 捕食 者 的 最 大 比率 .参数 
a 是 量度 一 个 捕 仿 者 被 咽 恤 的 容易 程度 的 ,而 47d' 方程 中 的 因子 所 是 被 撒 
食 者 转化 为 改善 捕食 者 增长 的 "效率 因子 ”- 

a> 向 乓 一 3. 500 r= 0, 5,a5 0. 01,6=0. 02,d=0.1 Bo= 10, EH 
Kolmogorov E AHRR BE Be — AR RME. 

by ae. RAAT: AARE ART 
环 ? 
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教师 参考 


目的 ”模拟 的 目的 基 , 为 了 总 结 关 于 山猫 -兔子 循环 的 现代 思 


想 , 发 展 捕食 者 -被 捕食 者 相互 制约 的 通用 数学 模型 ,以 及 传播 任 
何 数 学 模型 都 不 是 完善 的 某 些 观念 。 数 学 上 ,模型 方面 提出 了 轨迹 
的 极限 集 和 有 关 有 界 轨迹 的 正极 限 的 五 种 可 能 。 人 和 例子 和 问题 除 向 
读者 介绍 了 极限 集 外 ,还 提供 了 一 些 分 离 变 量 的 习惯 作法 .如 果 学 
生 已 学 过 高 等 微 积 分 ,教师 可 以 要 求 他 们 证 明 有 办 轨迹 的 极限 集 
是 有 界 的 .封闭 的 .连通 的 和 不 变 的 be 


预备 知识 ”变量 分 离 法 ,数学 上 较为 成 熟 ,用 相 平 面 方法 的 经 


验 。 如 果 读 者 已 经 了 解 存在 唯一 性 定理 及 D'Ancona-Volterra 
《Lotka-VYolterra) 模 型 中 ,将 是 有 益 的 。 


时 间 如果 和 留 一 些 材料 给 学 生 自学 ,这 材料 够 讲 3 一 4 次 课 。 


第 19 章 


项 尔 伯 特 (CHilbertb) 第 16 问题 ， 
有 多 少 循环 ? 


Courtney S. Coleman * 


“reeves Bot 33 AE h 77 RIA FR oh Ag 
B RFEA PAMA KAAMRA h SENG 
EEE: OMS SRA E iit AAT E E ER 
FAE: AEDA R AES Bh BRA 
PAI EEE AKADE R FAAEA A 
一 物种 的 食物 ; 花 的 夜间 闭合 ;阵雨 下 降 以 后 周期 性 的 再 
下 降 ; 由 于 寒冷 而 发 持 ; 生 经 ;以 及 心脏 的 跳动 。” 


lL 引 F 
在 上 面 的 引文 中 ,Balthazar van der Pol 收集 了 大 量 不 同 的 现 


象 使 之 成 为 单独 的 系统 范畴 ,这 范畴 呈现 出 周期 性 的 摆动 或 循环 ， 
虽然 没有 外 部 的 周期 力 ” 导 至 这 样 的 摆动 。( 然 而 ,人 们 关于 van 


* Department of Matbematics. Harvey Mudd college, Claremont, CA 91711. 
++ B, van der Pol. phil. Mag. .vol. §,5er. 7.pp, 763— 765.1928, 


- 
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der Pol 的 某 些 系统 有 所 怀疑 ,比如 , 花 的 夜间 闭合 的 确 是 由 于 景 
瞳 和 光亮 的 盟 夜 循环 所 致 .) 按 照 van der Pol 的 文章 ,其 中 许多 系 
统 都 可 以 在 某 种 程度 上 以 形 如 


x. 
d 
T = Y (z, y) 


的 一 对 微分 方程 作 模型 。 记 号 > Mi y 表示 被 模拟 的 基本 量 的 大 
Avo 比如,z 可 表示 气 灯 的 电容 器 
”两 端 之 间 的 电压 ,而 y 表示 电压 
改变 时 的 放电 量 , 或 者 , 像 在 第 4 
节 将 看 到 的 ,x 和 y 可 以 表示 捕 
食 者 和 被 捕食 者 的 总 数 密度 。 不 
过 ,暂时 我 们 简单 地 假设 微分 方 
程 组 (1) 是 已 知 的 ,并 且 我 们 对 星 
现在 解 集中 的 任 一 个 循环 感 兴 . 
趣 。( 关 于 循环 的 定义 见 第 2 节 , 一 个 系统 具有 “外 部 周期 力 ” 的 例 
子 , 见 练习 1.) 

PED RATE X AMY Ge. MI F—U x M—W y X 
TER x Al y RAE ES. — Tbe c= 2 y= 
CE) MRE FERIE ,就 称 为 (1? 的 一 个 解 。 

(1) BRK rO 39 定义 在 公共 的 开 区 间 hadid 上 ,a 可 
以 为 一 = 而 上 可 以 为 十 ce 

(DER OM yO KERT H FEAE 
是 方 程 组 (1)， 


图 19.1 (As SA) = Ph 


$2 L XW), 


d 
yD 一 YEY., 


314 


(3) 没有 定义 在 一 个 区 间 7 上 的 函数 x OF y a HH 
二 7 但 关 T ,在 1 上 ,它们 分 别 地 与 x 人 0 和 yf) 一 致 ,和 且 对 于 1 
oe a! 满足 方程 组 (1)， 

一 个 条 性 意 味 着 : 我 们 只 着 眼 于 (1) 的 最 大 时 间 区 间 上 的 

解 。 ae dx/df 二 x 的 和解 r =e, estilo. BORA. TR 
TD =e 12, MAS A ATR AB» EG TT VA E at H ER 
间 。 . 

(1) 的 每 一 个 解 7 二 x50,y 王 yt); 在 zy 平面 上 定义 一 条 则 
线 厂 , 称 为 解 的 轨迹 。 我 们 将 不 加 证 明 的 假设 : 

(除非 一 致 :不 然 不 会 有 两 条 轨迹 是 相交 的 ; 

Gi) 一 条 轨迹 ;或 是 一 此 不 自 交 的 曲线 ,或 是 一 条 简单 闭 曲 线 ， 
或 是 一 个 单 点 (临界 点 )。 l 

关于 类 似 于 “存在 唯一 性 ”定理 的 证 明 , W, Hirsch 和 Smale 的 
[13]. 列举 在 (说 中 的 三 种 典型 轨迹 的 例子 , 见 图 19. 1. 箭头 表示 


轨迹 是 怎样 随 : 的 增加 描 划 出 来 的 。 
不 同 的 解 可 以 产生 相同 的 轨迹 。 例 如 ,方程 组 
dz _ dy 
de”? d 7 
有 有 解 对 
xC) = cost, y (2) =— sine, | 
x Ct) = cos(t 一 1/3), ya =— sing — a/3), 


它们 定义 同一 条 轨迹 二 :单位 圆 天 十 天 一 1， 
2. tf 环 
(1) 的 非常 数 解 er a) ,7 一 2 约 称 为 一 个 钳 环 或 周期 解 . 如 


果 存 在 一 个 正 数 了 (循环 的 周期 ?使 得 对 一 切 t 
zit + T) = rtt) 和 和 ya+ TT) = x). 


315 


我 们 也 将 对 应 于 zy 平面 中 的 轨迹 称 为 一 个 循环 . 无 疑 , 它 是 一 条 
简单 闭 曲 线 . 反 之 , 任 一 条 轨迹 为 一 简单 六 曲线 时 就 对 应 于 一 个 周 
期 解 。( 这 似乎 是 显而易见 的 :我 们 将 省 去 正式 的 证 明 。 见 Hirsch 
和 Smale 的 [134。) 现 在 ,我 们 给 册 几 个 像 51) 那 样 形状 的 具有 循环 
的 方程 组 的 例子 ,应 该 再 强调 一 次 ,出 现 的 任 一 个 循环 确实 都 是 通 
过 “zx 物质 ”和 "y 物质 ”的 交互 作用 在 内 部 产生 的 。 它 们 不 可 能 是 
由 于 某 些 外 部 的 ` 周 期 地 变化 的 原因 ,因为 (1) 的 右边 全 然 没 有 明 
显 地 依 束 于 时 间 , 更 不 用 说 周期 地 依赖 了 ( 见 练 习 1)。 
例 1 无穷 多 个 循环 ) 要 和 解 方 程 组 
dz = y, ds =- g (2) 


是 不 难 的 ， 比 如 ,微分 第 一 个 方程 ,再 应 用 第 二 个 ,得 


BB 
一 二 十 工 一 0. 3} 
方程 (3) 为 一 个 二 阶 常 系数 常 微分 方程 , 它 的 通 解 为 


“wf = ecost + eint, (4) 
Khe Me 为 任意 常数 。 利 用 三 角 恒 等 式 
acos 十 dSsin? 一 Acos(é — 6), 
CHp A= (a) +89)!” cossa Asini =h/A ?可 以 把 (4 重新 写 
成 更 简单 的 形式 
at) = Acos(i — 6), (5) 
其 中 4 与信 为 任意 常数 。 利 用 (2) 的 第 二 个 方程 ,得 (27 的 每 一 个 
解 兵 有 形式 
人 = x) = Acos(t — &), (6) 
y= ye} = Asintt — 8), 
其 中 4 和 6 为 某 些 常 数 。 如 果 AKO, MR MH PIE EH IAL. 
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FLD TE A BY Bl GER BY 2? Cr) 
+y?@) =A"). ME 19. 2. 
如 果 4 一 0* 则 得 临界 点 
0,0), 它 也 是 (2) 的 一 个 解 , 注 
意 到 (2) 的 所 有 轨迹 ,除了 唯一 
的 临界 点 外 ,都 是 循环 。 图 19. 
2 中 轨迹 上 的 箭头 ,依然 表示 
当时 间 前 进 时 轨迹 是 怎样 措 划 
出 来 的 。 
fi X Cros yo) =O M Y Cro yo =0 BE A Caos yw) ,都 是 (1) 
的 临界 点 。 这 样 的 点 确定 41) 的 一 个 解 , 这 是 因为 
= =0 = X Crs ya), S2 = Q = Y £y yo). 
因为 每 一 个 循环 的 内 部 至 少 有 一 个 临界 点 (这 事实 的 证 明 稍 许 困 
难 些 , 见 Hirsch 和 Smale 的 [13].), 于 是 ,临界 点 在 研究 (1) 的 循 
环 中 ,扮演 了 一 个 重要 和 角色。 便 1 的 方程 组 有 一 个 临界 点 一 实际 
上 ,一 定 有 一 个 ,因为 它 有 循环 一 和 象 下 述 的 大 部 分 例子 那样 。 
例 2 《单个 循环 ) 设 - 和 8 为 通常 的 极 坐 标 


919.2 dx/jdr 二 ydy/dt= 一 的 御 环 


x= rcosd, y = rsind C7) 
并 考虑 极 坐 标 方程 组 

dé =] (8b) 

dz 


首先 ,以 直角 坐标 zy 表示 57). 由 (72 得 到 
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dz = 于 cosg 一 rsing = = (1 — r’ )rcosð — rsin? 


= (] — z? — 234 一 
TOYI (9) 


a= or sind 十 recos? d = (1 — r*)rsinf + recos? 

= (] — 2 — yy zr. l 
其 中 用 到 了 链 式 法 则 , 比如, (d/de) Ccos8) = (d/d9)cos8td9/dt). 注 
意 到 ,8 的 任 一 解 人 rz ,2 给 出 (9) 的 一 个 解 Cztt yO). 反 


之 ,如 果 利 用 


r= (a? ?tan = yiz. (10) 
则 (9 的 一 个 解 也 确定 (8) A — 


r 
pe 7 [7 二 A Der ro 0, Glad 


At) =t + Oo aiig, (11d) 
关于 tz) 的 解法 , 留 给 读者 (练习 2), 这 只 去 将 (8a) 分 离 变 量 就 可 
以 得 到 .至 于 8《) 的 方程 由 (8b) 直接 得 到 。 注意 到 ,我 们 已 经 假设 
了 在 上 0 处 ,r 一 上 AR e=. 

WR ro=1 M rO=1, MMR —0,8 rO=0. 如 果 0<m< 
1, 那 么 ,从 61la) 看 出 , 当 t 一 co 时 ,rr 人 单调 递增 到 1, I< 
ros 那么 , 当 上 tc 时 ,rz 的 单调 递减 到 1. AAR ER Pr =o 对 
应 于 一 个 临界 点 c=0,y=0, fff rOS1.60) =14+ 8, ,对 应 于 

xt} = cos(t + epy) = sind + A), 
这 是 单位 图 的 参数 方程 。 

于 是 ,方程 组 (9) 有 唯一 的 临界 点 (在 原点 ) 以 及 唯一 的 沿 着 单 
位 圆 的 循环 。 关于 罗 道 的 示意 图 见 图 19. 3. 因为 方程 组 (9) 的 右边 
为 工 和 > 的 三 次 多 项 式 ,所 以 它 被 称 为 立方 系统 。 再 注意 到 ,循环 
是 渐 近 稳定 的 ,因为 所 有 "附近 的 ”轨迹 ,当时 则 增加 时 ,都 趋 近 于 
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循环 ,事实 上 ,在 这 个 例子 中 ,除了 临界 点 外 ,所 有 的 轨迹 都 趋 近 于 
循环 。 


图 19.3 单个 循环 O f 图 19. BERA 
例 3 《没有 循环 ?方程 组 
dz __ dy -一 
de = e+ lig 一 一 27 (12) 


用 分 离 变量 容易 解 出 (练习 3) 

z(t) = 1— re) = ye 
根本 设 有 循环 存在 ,而 在 41,0) 处 有 崔 一 的 临界 点 存在 。 我 们 把 它 
留 给 读者 去 证 明 ( 练 习 3) ,轨迹 的 示意 图 如 图 19. 4 中 所 未 。 

例 1 的 每 一 个 循环 不 局 于 例 : 的 循环 ,因为 后 一 种 循环 "了 板 

立 " 于 同一 个 方程 组 中 的 其 他 循环 -实际 上 ,不 存在 别 的 循环 。 更 
确切 地 说 ,对 于 (1) 的 一 个 循环 ,如果 存 在 一 个 正 数 a. 

A= (Cr,59):(2,y) B T ERPF a) 
定义 的 中 线 在 也 LEARE ABER ATA EBA PROG 
IE HMw. Cee P. Cr OEP BRA 

min (a — uY + Cy ey", 

HJ GANERA CAPR DRA RE Co TP Es APR IERIE 
Ho MRRP PRES ECARE DA A PAIS. M 
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PhD AAR. 根据 这 些 定义 ,很 明显 , 例 1 的 每 一 个 循环 都 
不 是 孤立 的 ,而 例 2 的 循环 是 孤立 的 。 
例 4 CN 个 孤立 循环 ) 极 坐标 方程 组 


Z Sr rU eN 1) OLN 为 正 整数 


(13) 


ao ACryy) 
d (14) 
a = ¥(z,¥) 


ERX a YaDA r Aly 的 2 十 1 次 多 项 式 ( 练 习 4) 。 方 
程 组 有 唯一 的 临界 点 , 即 原点 ,N 个 孤立 循环 , 即 
r=], 三 2,r 三 及， 

没有 非 孤 立 循 环 ,读者 将 证 明 这 些 事实 ( 练 
习 4) 且 验证 图 19.5 中 轩 迹 示意 图 的 正确 
HE. 

这 些 例 子 表明 ,循环 确实 存在 , 至 少 可 
以 说 ,构造 一 个 具有 循环 的 形 如 (1) 的 方程 
组 并 不 太 困难 * 。 问 题 是 ,已 知 一 个 形 如 
(1) 的 方程 组 ,能 有 多 少 孤立 的 循环 ?( 上 共有 


循环 一 练习 5. 7 这 就 把 我 们 引 到 希 尔 伯 特 的 第 16 问题 上 去 了 。 
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3. 希 尔 伯 特 的 第 16 问题 


Pa (al ee oh A RB REP 1900 和 华 提 出 ,并 二 尚未 解决 的 。 

ee 我 愿意 公开 一 个 问题 ,看 来 , 它 可 用 系数 的 连 

. 和 
a Y 


dz xX 
的 一 阶 微分 方程 的 Poincare 892 RAR GA PRIA IR kh ti 
EPRAPEMM H P X PY ME fey Hn kee 


AR ea BO EL & 
> ai yy = Goo + At + aay 4 Bayt” F ewy foe + agy" 
ij 一 和 


(15) 
“Poincare 的 边界 循环 (极限 循环 ) "是 我 们 的 孤立 循环 ” ,我 们 将 研 
究 (1) 而 不 是 dy/dr 二 YA/X, 它 可 将 (1) 相 除 后 得 到 ， 

这 个 问题 是 希 尔 伯 特 于 1900 年 在 巴黎 的 第 二 次 世界 数学 家 
代表 大 会 上 ,提出 的 23 个 问题 中 第 16 个 问题 的 第 二 部 分 。 在 大 会 
开幕 词 中 , 希 尔 伯 特 说 : 

ee 历史 使 我 们 认识 到 科学 发 展 的 连续 性 .我 们 知 

道 , 每 个 时 民有 它 自己 的 问题 ;这些 问题 ,跟随 着 时 代 或 

者 解决 了 ,或 者 当 作 废物 抛 齐 了 ,而 被 新 的 所 民 赫 。 如 果 

我 们 要 获得 在 不 入 将 来 数学 知识 可 能 有 的 发 展 的 概念 ， 


+ Foincare( 也 很 可 能 是 希 尔 伯 特 ) 在 他 部 ae ,但 
EFAA RORE E AANA EEA AMEA E BA 


KA -T 
E 
ALR ~~ EE. 


if] 的 站 fra 
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就 必须 在 我 们 的 心目 中 国 顾 一 下 尚未 解决 的 问题 ,并 且 

考察 一 下 现 民 科学 所 提出 的 有 特 于 将 来 解决 的 难题 。 为 

此 * 重 温 处 于 两 个 世纪 会 舍 时 的 现代 难题 ,看 来 是 相当 合 

过 的 。 一 个 伟大 时 代 的 结束 ,不 仅 吸 引 我 们 回顾 过 去 ;而 

且 把 我 们 的 思想 对 准 未 知 的 将 来 。 
一 些 希 尔 怕 特 问题 几 年 内 就 被 解决 了 ,有 些 好 容易 到 近来 才 解 决 
(第 19 个 问题 由 20 网 的 苏联 数学 家 Matiyasevic 于 1970 年 解决 )， 
而 少数 凡 个 仍 未 解决 。 关 于 希 尔 伯 特 问 题 的 原始 一 览 表 它 们 的 现 
状 , 见 [t2a] 一 [12c]. 

返回 到 和希 尔 伯 特 在 他 的 第 16 问题 提出 的 多 项 式 系统 孤立 循 
环 的 最 大 个 数 问题 ,首先 定义 .入 为 次 数 不 大 于 的 所 有 实 多 项 
AME. TÆ, n= 1.2.7, CH, ERA US) 
的 多 项 式 中 次 数 恰好 为 二 的 所 有 项 的 系数 可 以 为 零 .1923 年 ,Du- 
lacL11j] 证 明了 ,; 纵 定 一 个 特定 的 x 和 六 ,中 的 * 和 了, 方程 组 中 ) 
存在 天 《有限 数 ?个 循环 ,六 Son WXY 的 选 摊 有关 。 半 于 每 一 个 
SEAS 2 RUA BD K 可 以 是 多 太 的 问题 ,引导 我 们 定 祥 如 下 的 看 尔 
{AFF WO) ,n= 二 0,1.2,……: 

FOO = BF FEA ORE GE HS TG = 


FL OT PEAY RGD ,意味 着 存在 S, FZHR X 
和 了 了 ,使 方程 组 人 1) 恰好 有 五 GD 个 孤立 循环 。 另 一 方面 ,对 于 特定 
的 ”五 (一 ,这 意味 着 ,关于 每 一 个 整数 六 FEM, 中 的 多 项 
AX ALY, AAO) eb K 孤立 循环 。 这 间 Dulac 的 结果 
不 矛 导 (为 什么 不 矛盾 ?) 

由 于 F na OF n MA H a DSH O. ARIS Aa E 
的 关于 奇 整数 的 结果 ,我 们 断定 ,关于 整数 4 二 0,1,2,… 


Hw > [==], 


其 中 [4] 表示 不 大 于 a RRR. AE., 4 nohi, HoD, 
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而 且 , 如 果 H Cg) = 00, M) nen Wf H a) =o. 

EH HCO) =H (1) =0 是 不 困难 的 (练习 7) 。 第 一 个 有 可 能 是 
IERARH RCR HAO, 0°] HSE C2). F Chin Bach 
[6 给 出 了 一 个 二 次 系统 ( 即 * 一 2) ,具有 一 个 孤立 循 环 的 例子 ,这 
意味 着 (2) 宇 1; 


T sc l yt a H ayt y, 
Cy — yt 
下 2x2 — x, 


读者 可 以 验证 27+ y= 1 HAE TR TREN — PMA CAS 8) ,但 
这 个 循环 是 孤立 的 证 明 省 略 了 。1939 年 ,Bautin 宣布 所 (2) 之 3, 但 
是 ,由 于 严酷 的 第 二 次 世界 大 战 , 证 明 延 迟到 1952 E7 AO, BE 
实 上 ,Bautin 的 构造 导致 一 种 感觉 ,三 (2) 正 好 是 3, 从 而 二 次 系统 
至 多 不 过 有 三 个 孤立 循环 ， 

20 世纪 50 年 代 中 期 ,Petrevskii 和 Landis 的 一 组 深刻 的 论文 
(21]~ [237i BR’ T W(2)=3 AMT a2, 


Cn Tn? 112 + 6), Mn AAA 


How 所 €16) 


1 
2 
Leen — nè tnt A), WMR n 为 偶数 。 
R ENEMAS AAR PHS RRB AA 
M p> 时 ,这 些 上 界 是 否 可 以 减 小 以 确定 五 Co) 自身。 不幸 得 很 ， 
1967 年 S.P. Novikov 找 出 了 一 个 关键 性 引 理 证 明 中 的 错误 ,从 而 
两 人 的 论文 必须 撤回 ,整个 问题 重新 句 到 未 被 解决 的 状态 1 。 
尽管 1967 年 以 后 ,这 问题 远 非 简单 已 显而易见 ,但 份 看 望 
FH(2) 的 结果 还 是 3。1979 年 ,由 于 Shi( 史 松 龄 ?的 [25] 和 Chent 陈 
兰 苏 ) 与 Wang( 王 明 琐 ) 的 [5j. 这 个 希望 破灭 了 ,利用 Chin 的 [6j， 
[7]. Tum 24) £90287 Al Yeh CW 2 BE AYL31 1.03213 +4 Ape 
果 和 和 技巧 ,他 们 发 现 至 少 有 四 个 扳 立 循环 的 二 次 系统 ;因此 我 们 有 
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FLC2) 之 4, 
这 些 系统 如 下 : 
dz 
dz 
(Chen, Wang) d 


Z = rt Ër aey, 


其 中 å 和 6 是 小 正 数 ， 


de L Ar — y— 102? + (5 + Dry t y 


(Shi ¥ 
=ar aH (— 25 + Be — 9 zy. 
其 中 4 一 一 10 加 ,0 一 一 10 ,8 二 一 10 ,这 四 个 有 名 的 孤立 循环 
的 相对 位 置 , 对 于 每 一 个 系统 都 y 
是 相同 的 ,三 个 循环 包围 着 临界 
点 (0,0) ,而 第 四 个 循环 包围 着 临 dY 
界 点 (0,1)。 见 图 19. 6. 这 些 系 统 
是 否 还 有 别 的 孤立 循 环 , 现 在 尚 NN 
未 知道 这些 结果 ,都 不 在 这 里 证 C : 
上 明了、 希望 更 深 和 地 研究 这 一 切 
的 读者 ,首先 需要 熟悉 Poincare- 
Bendixson Œ M CH, Hirsch 和 
Smale 的 [13])。 关 于 二 次 系统 的 
详细 资料 ,可 以 在 参考 文献 中 列 出 的 Chin, Tung 和 Yeh 等 的 论文 
中 得 到 。Coppei[10] 总 结 了 大 部 分 已 知 结果 ,包括 如 下 的 ，; 

(1) 二 次 系统 的 每 一 个 铂 环 围 成 包含 单一 的 临界 点 的 山区 
域 。 

(2) 在 二 次 系统 中 ,围绕 一 个 公共 临界 点 的 循环 ,有 共同 的 走 
向 ( 当 上 增加 时 ) ,而 那些 围绕 性 质 不 同 的 临界 点 的 循环 ,具有 相反 
的 走向 。 


=— ĝt — y — 3r + C1 — Gry + y 


图 19,6 [5].[25] 的 二 次 系 
统 的 四 个 孤立 循环 
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于 是 ,前 者 解决 了 二 次 系统 循环 的 可 能 形状 问题 :后 者 暗示 二 
次 系统 至 多 不 过 有 两 个 眼 ( 即 ,至 多 不 过 两 个 临界 点 -每 一 个 这 种 
点 被 一 个 或 更 多 的 孤立 循环 包围 着 )。 事 实 上 ;Chen 和 Wang 及 
Shi 的 例子 ;确实 有 两 个 眼 ， 这 样 ,对 于 二 次 系统 来 说 ,循环 的 可 能 
的 样子 和 相对 位 置 是 知道 了 ,然而 :对 于 品 (2), 共 至 是 不 是 有 限 
都 还 不 知道 。 . 
M n> 2 时 ,情况 并 不 更 清楚 。Sibirskii[27?] 和 Shi[25] 已 经 证 
明 如 (3) 实 5. 4 ne 6 时 ;Dtrodov[20j 得 到 了 比 起 由 例 4 导出 的 
[Ln 一 1)/2j 好 得 多 的 右 G9) 的 下 界 
DO + 5a 一 14), n AHRR 
Ata) = 
LG? + 54 一 26), n DAM 


在 Otrokov 的 推导 中 ,他 构造 (不 明显 地 ) 了 一 个 具有 形成 一 个 单 
归 的 已 知 狐 立 循环 的 和 多项式 系 统 。 另 一 方面 ,IJjasenko[14] 已 经 证 
AA. SPE nE F n PARLE X BLY (RT EA) BP AA 
相互 分 离 的 (172) Ga 1) Cn 2) SY eS PRA 
不 知道 ,眼中 含有 眼 ( 即 不 只 是 包围 着 唯一 一 个 临界 点 的 腿 ) 的 何 
种 复杂 样式 可 能 存在 也 不 知道 。 


4.0 一 个 生态 学 的 解释 


我 们 再 回 到 van der Pol 当初 提 到 的 自然 现象 上 来 。 特 别 ; 设 
zt 和 3(9 表 示 两 种 相互 制约 物种 各 自 的 群体 密度 ( 即 栖息 处 每 
单位 面积 或 体积 上 的 个 数 )。 对 于 确定 的 时 刻 己 假设 < 和 yo 
在 栖息 地 的 每 一 个 子 区 域 上 是 相同 的 , 即 , 假设 分 布 是 均匀 的 。 一 
种 物种 可 能 是 以 另 一 种 为 食物 的 捕食 者 ,或 者 可 能 是 二 者 为 了 公 
共 的 有 限 供 应 的 食物 来 源 而 竞争 ,或 者 可 能 发 生 两 种 特种 阿 某 些 
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其 他 更 奇异 的 相互 制约 的 形式 。 
E 
dri) de dytt) dr 
0 M “ya 
为 两 种 物种 的 相对 变化 率 . 这 些 相对 变化 率 的 每 一 个 ,都 等 于 相应 
物种 的 相对 出 生 率 和 相对 死亡 率 之 间 的 姜 


1 dz = 8B Cry} 一 Mi Cray) = flay) 
a dt 
] 
F = lzy) — Mir, y) = glr, y). (17) 


注意 到 ,我 们 已 经 假设 相对 变化 率 依赖 于 群体 密度 ;而 不 明显 地 依 
藉 于 时 间 . 这 个 假设 在 许多 相互 制约 的 实际 系统 中 ,看 来 是 近似 地 
正确 和 的。 依旧 , (17) 的 任 一 个 循环 一 定 是 在 内 部 产生 的 ,而 不 是 由 
于 外 部 的 周期 力 。 自然 :在 第 1 节 中 ,我 们 作 了 同样 的 假设 。 依旧 ， 
Re O97). flow glow) HET ESE TT A A 
数 。 

KSA SEF BR f(x;y) 和 gtx,y) 的 精确 性 质 上 , 自 
PR, 函数 的 形式 取决 于 相互 制约 的 特征 , 例如 .假设 y 物种 是 食 物 
物种 z 的 主要 捕食 者 。 在 这 种 情况 下 , 人 们 可 能 期 望 f(x,0)>>0， 
隐 为 在 没有 捕食 者 的 情况 下 ,可 以 期 望 食物 物种 有 一 个 正 的 相对 
增长 率 . 另 一 方面 ,如 果 z 充分 大 ;我们 就 可 能 有 .Ax,0)<0, 这 常 
党 说明, 即使 没有 捕食 者 活动 , 变 栖 息 地 上 的 过 密 现象 也 起 有 害 作 
用 . 即 然 这 样 .看 来 ,假设 六 xy) 对 于 每 一 个 = 都 是 y 的 递减 函数 
是 合情合理 的 ,因为 物种 y 捷 食 物种 x. 类 似 的 论证 适用 于 相对 变 
ERER g. 

EET R DL F o — AEH IE fi 25 K9 y PRRI ezk HO EA E Tr TE 


为 
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2 = aftrsy) + 

d (18) 
T = yg lr, y). 

AFE hy BRAS. BRIER ODES r0, y0 

EH AR RR RS. ARE TE SES SR RA. GFE HE i AF 04 A 

互 制 约 的 物种 条 统 ; 它 可 以 用 形 如 (18) 的 微分 方程 组 作为 模型 ,并 

RA KARL S HUBLI". 


yO 


Pa 19.7 生态 稳定 循环 


我 们 来 概述 一 下 这 样 的 论点 ,只 要 是 完全 合适 地 在 “自然 的 ” 
安排 下 循环 ,就 一 定 是 孤立 的 ,而 且 事实 上 还 是 生态 稳定 的 ,所 谓 
生态 稳定 如 于 所 述 。 一 个 “自然 的 "循环 ,持续 一 段 长 时 间 后 ,应 该 
或 多 或 少 不 爱 “现实 世界 "不 可 避免 的 冲击 而 扰动 的 影响 。 如 果 一 
个 拢 动 在 时 刻 FRE BASE Py) 自 这 样 的 循环 
厂 偏 离 到 附近 的 点 久 , 而 扰动 迅速 地 中 止 ,那么 , 随 着 时 间 的 推移 六 
通过 Q 的 轨道 将 移 回 到 靠近 D. 这 样 的 循环 就 是 生态 稳定 的 ( 见 、 


’ SRB) 有 孤立 循环 并 且 了 和 上 二 者 狐 为 委 项 式 , 则 三 和 器 的 次 数 至 少 是 一 上 
[29], [8]. t 
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19,7)。 数 学 上 的 术语 是 新 近 轨 道 稳定 性 ,不 过 ,在 此 我 们 不 想 
给 出 它 的 正式 定义 了 。 看 来 只 有 生态 稳定 循环 才能 在 自然 界 中 存 
留 。 

生态 稳定 循环 工 一 定 是 孤立 的 。 如 果 它 不 是 孤立 的 ,那么 ,一 
个 突然 的 冲击 ;可 以 驱使 了 上 的 一 个 群体 密度 点 了, EB AAD 
幅 、 或 者 周期 不 同 的 相 蜡 的 循环 上 的 点 &*. 一 旦 在 新 的 循环 上 , 群 
性 密度 点 便 保 留 在 那里 ,除非 有 新 的 冲击 ,把 密度 点 送 到 另 一 个 循 
KE. 不管 怎样 ,我们 确实 没有 逐渐 返回 到 不 来 的 循环 忆 上 去 . A 
此 ,如 采 居 不 是 王立 的 , 它 也 就 不 是 生态 稳定 的 。 见 图 19. 8.《 警 
告 :一 个 孤立 循环 未 必 是 生态 稳定 的 ( 见 练习 9).。) 


yw 


| 


一 — rii) 


19.8 SEMIS EASE A 

CARE THF ARFMH RS RRS. BTR 
有 生态 稳定 循环 。 加 拿 大 的 山猫 -美洲 免 系 统 ,至 少 在 近 两 个 世纪 
妃 有 惊人 的 规律 性 ,保持 了 十 年 一 循环 bpelD?zo。 不 寻常 的 阿 
尔 亩 斯 山脉 的 芽 蛾 -落叶 松树 的 循环 中 和 (北极 的 } 旅 限 - 植 被 的 特 
环 09 似 乎 是 非常 确实 的 。 其 他 一 些 循环 已 在 实验 室 里 确定 了 。 这 
“ 些 情 况 中 的 每 一 种 循环 , 可 认为 是 由 两 物种 自身 间 的 相互 制约 这 
部 作用 所 产生 的 ,而 不 是 像 天 气 循环 那样 的 外 部 的 周期 的 原因 


328 


所 造成 的 。 涉 及 山猫 -兔子 循环 的 详细 论证 见 Keith 和 Bulmer 的 
[10][4j; 也 见 [9]。van der Pol 提 到 的 大 部 分 系统 ,也 具有 扳 立 的 
且 生 态 稳 定 的 循环 。 

一 般 认为 ,这 些 系 统 的 每 一 个 ,用 形 如 (18) 的 方程 来 模拟 是 全 
适 的 ,在 此 ,我 们 不 打算 讨论 和 可 能 的 各 种 类 型 了 . 见 [17j， 
[91],f9]。 现 在 ,我 们 能 用 公式 表示 着 尔 伯 特 第 16 问题 中 提出 的 
ES SRM). ASAAARRO REE SARS RRS 
系统 ,其 中 至 少 有 两 个 生态 稳定 循环 ”答案 至 今 尚 不 清楚 。 


图 19.9 WP is Be A A BSE Ee 


TEE A RA H SEE TES TE SE TA ABZ BLE) AB e 
置 得 如 图 19.9 所 示 。 现 在 ; 设 了 为 一 个 生态 稳定 循环 , 它 的 吸引 
范围 是 使 得 通过 三 点 的 轨迹 当 t 吕 时 欧 于 本 的 所 有 这 样 的 了 点 
集合 . 图 19.9 的 阴影 区 域 是 站 的 吸引 范围 。 在 同一 个 图 中 ,站 的 
吸引 范围 由 T 的 所 有 外 部 点 所 组 成 。 

可 是 ,为 什么 这 样 的 自然 界 系统 的 群体 密度 轨迹 ,能够 从 一 个 
循环 的 吸引 范围 移动 到 另 一 个 循环 的 吸引 范围 ? 这 情况 可 能 通过 
对 系统 的 一 个 巨大 冲击 而 产生 ,这 冲击 驱使 系统 从 点 (比如 说 在 


ITER SORE es JEA dc} ide riaa firita) ya BS ERP 
dy/de 的 类 似 的 


RET PON AE. BAR. W May 的 [17]。 
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A) 1 BI Q. 自然 ;这 都 是 假想 的 ;不 过 , 至 少 可 以 想象 到 , 自 
然 界 的 系统 可 能 按 这 种 方式 行动 。 


5， 三 个 几乎 不 可 能 解决 的 题目 


A. oR HOD). 

B. 利用 计算 机 求 二 次 系统 
= = a, Hax + ay + asx’? + ary + ayy 
4 €19) 
i = by thet hy + bax? + brzy + bs 


的 数值 解 ,其 中 系数 是 Chen 和 Wang 或 Shi 在 确定 四 个 已 知 的 钳 
环 时 用 过 的 。 还 有 其 他 循环 吗 ? 

C， 在 自然 界 中 找 一 个 或 在 实验 室 中 构造 一 个 至 少 有 两 个 生 
态 稳定 循环 的 捕食 者 -被 排 食 者 或 其 他 相互 制约 的 系统 ， 

显然 ,A. 十 分 深奥 ,非常 困难, 而 旺 大 概 不 会 马上 得 到 解决 。 
B. 稍微 容易 些 , 但 要 求 有 计算 员 的 某 些 经 验 。 换 名 话说 ,人 们 可 以 
研究 一 般 的 二 次 系统 (19) ;不 过 ,系数 的 数字 可 以 从 12 减少 到 6. 
先 读 一 下 [10].。 至 于 问题 C, 在 工程 实验 室 中 利用 二 极 管 的 适当 组 
合 , 或 在 化 学 实验 室 中 利用 相互 作用 的 化 合 物 , 或 在 具有 合适 的 小 
生物 的 生物 实验 室 中 ,都 是 做 得 到 的 。 


练 习 


l Be dr/d=ydy/d= —Azt cose 是 由 外部 周期 力 r= 0. y= cost 引起 的 .证 
明 这 系统 有 一 个 与 外 部 力 有 相同 周期 27 的 德 环 ， 提示 :注意 到 drd = 
yi 中 二 一 #3 二 coz。 这 样 ,只 需求 周期 为 27 Bld / de?) +d cose ARR (> 
CA — FIP AN rie) = acost 的 解 )。 那么 ,所 求 的 循环 将 出 rino A p= 
dzi) /dt 确 定 。 

2， 证 明 .{112) 钠 出 (8a) 的 一 切 解 。 Harr =o 和 r=rn=] 也 看 作 解 . 然后 假 
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Ea) 


10, 


11. 


Enzun KAM 940.1) BB RSIR drre r =de, AHE a 
MER TERE RM AA Ale 1 AA SE a rro =r AP 
HART Aro Ble 积分 ;对 ft 从 0 到 7 BAS). RRL TE aR. 
解 (12)。 Ea: Bag dri rt D =dedy/ y= —2de 并 积分 之 。 验 证 图 19.4. 
MAEDA OX Cay) S21 — a2 — yd A — a — ye NE 2 2 y 
Yir y= yl lL—2?#— yn ty 2? — yee CONF — 2? — ye, MTA X AY 
Aba Aly W2N+1 aS. Ha Aa] 2 AR. RE Bh 
的 断言 。 
出 定义 直接 证 明 , 一 个 其 有 非 孤 立 循 环 的 系统 ,一 定 有 起 穷 多 个 循 汞 。 
WENA RH dev de = rsin€x?+ y) — yd y/dt—=jsin( 27+ ita FIs SPO 
UA. Hin: FAR bbs FPR UW drede 和 和 ddi. eh HBS IG ER 16 
问题 ? 
a) EAR dz/dt=a,dy/dr= b, PEB C0) 一 0; 其 中 a Wb HOY TERK. 
b> 证 明 01) =0. 提示 : 考 虚 线性 系统 dx/ 由 二 x 二 ay dydi bet by. 
假定 系统 有 一 个 周期 解 工 一 zf, 一 yt 人 及 轨迹 古 ; ;证 明 , 对 于 性 意 常数 :， 
mers yz 一 cy( 中 也 是 一 个 周期 解 ,因而 个, 不 是 一 个 天 立 特 环 . RHE 
PAMER drd = aytar tary dy/di=hy+byrt by. 
sit UE EA rtty —1=0 A) akda/de) + yldy/de} = 0, 再 -证明 3 十 3 一 1 一 
0 为 系统 da/de= —1—2y ta? +ryt y dyd = 22-7? Re. 
证 明 系 统 (在 极 坐标 下 ) ,由 /di 一 rr2 一 1) dod = 1 AD HAD 
特 环 是 生态 不 稳定 的 。 提 示 : 和 例 2 hth 
ERRAR Ep FB de fdr lr (4—r?) (9 — 2?) dd /dt= 1 A 
一 个 非 生 态 稳定 的 王立 循环 陋 开 的 生态 稳定 孤立 循环 . 
TEAR ,在 极 坐 标 下 的 系统 de def) de/d = 1 中 ,适当 地 选择 国 路 Cr， 
人 们 可 以 构造 几乎 任何 想 要 的 孤立 的 ,不 孤立 的 或 # 个 天 立 的 和 不 孤立 的 
循环 的 配置 , AMR SRA RA. 
a) (Bendixson 的 负 淮 则 ?证 明 , 如 果 377 az 二 37ay 有 确定 的 符 导 用 在 平面 
Rae PARSE, MA, RE da /dt= fle y dy 中 一 g(x 和 2 不 可 能 有 整个 
Fee ROAST CBE S Al g 为 处 处 连续 可 微 的 ), 提示 :如 果 系 统 确实 有 
御 环 CR, 而且 为 人 的 若 集 及 其 内 部 ,点 用 平 沿 上 的 Green 定理 于 


[| era = 8724xdy. 证 明 , 如 果 三 有 周期 7, 则 这 个 积分 不 为 零 :但 这 


积分 = fads ~ fay = [i cetara — fidy/d dt = 0. 
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b> BRIAR 6] AS eR 1S AEA BEE 
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open problems. 


ax 师 参考 


目的 ”基本 县 的 是 把 数学 分 析 中 有 意义 的 未 解决 的 问题 介绍 
给 学 生 , 以 及 使 这 样 的 问题 与 某 些 生态 学 的 问题 联系 起 来 .这 问题 
必定 与 平 而 自控 微分 系统 的 循环 (周期 解 ) 的 数目 有 关 。 

预备 知识 “初等 微分 方程 , 极 坐 标 ,一 些 画 微分 方程 的 多 迹 的 
经 验 。 而 第 4 节 , 要 一 些 以 前 典 悉 的 捕食 者 -被 捕食 者 模型 

时间 2 次 课 。 


第 VI 部 分 


TART 
方程 的 模型 


第 20 章 
Ear 
Donald A, Drew * 


L A 压 % 


水 力 发 电 需 要 从 一 个 很 高 的 存储 区 ( 即 水 库 ? 到 发 电厂 之 问 实 
施 高 压 水 的 有 效 传送 ,距离 常 达 几 百 米 。 显 而 易 见 的 办 法 是 两 头 连 
接 一 个 大 输送 管 ,但 这 有 严重 的 缺陷 . 当 对 用 户 的 电力 供应 有 一 个 
大 的 冲击 时 ,需要 急剧 地 增加 流 进 水 轮机 的 水 流量 ,而 当 电力 错 要 
下 降 时 ,又 致使 水 流 突 然 地 变 惕 起 来 。 在 这 两 种 情况 下 ,输送 管内 
水 的 大 部 分 都 会 突然 地 改变 速度 水 的 微小 的 可 压缩 性 ,以 及 输送 
管 本 身 微小 的 弹性 ,导致 一 个 高 压 波 沿 着 输送 管 向 上 、 下 传播 ,经 
于 造成 “水 击 作 用 ”而 常常 使 输送 管 破 裂 。 

为 了 克服 这 个 困难 ,在 紧 挨 水 轮机 前 头 的 输送 管 上 接 一 个 大 
水 箱 ， 这 个 称 为 调 压 塔 的 大 水 箱 , 当 水 轮机 需要 较 少 水 的 时 候 ,应 
该 灌 满 水 ,和 而 当 水 轮机 需要 较 大 量 的 水 时 ,应 该 迅速 地 提供 更 多 的 
水 { 见 图 20. 1) 。 我 们 将 研究 输送 管 - 调 压 塔 系统 的 作用 。 


+ Department of Mathematical Sciences, Rensselaer Polytechnic Institute, Troy, 
NY 12181. 
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图 20.1 水 库 - 输 送 管 - 调 奈 塔 -发 电厂 系统 


2. 流量 方程 


我 们 打算 把 这 个 研究 分 为 两 节 。 先 考虑 输送 管 中 不 可 压缩 流 
体 的 流量 。 然 后 考虑 把 调 正 塔 看 成 一 个 大 的 输送 管 连接 到 相应 的 
输送 管 时 的 流量 。 如 果 对 控制 输送 管 中 可 压缩 流体 流量 的 更 完全 
的 方程 组 感 兴趣 ,可 以 读 读 附录 。 

考虑 长 度 为 工 横 截面 积 为 4 的 一 截 输送 管 。 假设 流体 的 密度 
为 ,风流 体 的 质量 为 pAL. 如 果 5 为 输送 管 中 的 流体 5 纵向 的 ) 
速度 , 则 在 输 益 答 中 的 流体 的 线性 动量 的 变化 率 为 


pAL g (1) 


根据 牛顿 定律 ,这 个 动量 的 变化 率 等 于 外 力 的 和 。 

人 人 们 发 现 , 在 输送 管 中 的 流体 受 三 种 类 型 的 外力:1) 压 力 :2) 
引力 和 33 业 滞 力 ( 阻 力 ) ,我 们 先 考虑 压力 , 设 A 为 人口 好 的 压强 ， 
而 p 为 出 口外 的 庄 强 ; 则 上 总 压力 (朝向 出 口 问 ) 是 (pp)A. 再 考 
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虑 引力 。 设 管子 与 水 平方 向 成 8 角 ( 图 20. 2), 则 引力 沿 运动 方向 
的 分 力 为 pALgsin6, 其 中 g 是 重力 加 速度 。 


图 20.2 


最 后 ,考虑 阻力 。 流 体 在 管 中 流 动 受到 一 个 阻止 流动 的 力 , 它 
贿 流 量 的 增 大 而 措 加 。 实 验 数据 表明 ,阻力 与 速度 wv 的 平方 成 正 
ibe TERNA — cda ,其 中 * 为 实验 常数 。 

于 是 ,流体 在 管 中 的 运动 方程 为 


pAL 和 = Alph — p) + eALgsing — chev’, (2) 


现在 考虑 调 压 塔 的 动态 特性 .本 质 上 , 调 压 塔 可 以 看 作 一 个 大 
的 管子 。 在 大 的 管子 中 ,流速 小 。 于 是 动量 方程 成 为 


图 20. 3 AR LAR 


(p, 一 pS =— pShg, (3) 
其 中 op, 为 大 气压 力 ,3 为 调 压 塔 的 机 断面 面积 ,而 h(t) 基 高 于 调 
讨 塔 进 水 口 的 水 平面 高 度 .注意 ,我 们 已 经 把 调 压 塔 底部 的 压强 取 
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成 出 口 处 的 压强 了 。 
我 们 将 假定 调 压 塔 出 水 口 的 速度 ( 它 也 等 于 发 电厂 进 水 口 的 
RAB OR WH: AER. AHP 
4( 见 练习 1)。 既 然 在 调 压 塔 内 流体 质量 的 变化 率 等 于 流 人 的 流量 
减 去 流出 的 流量 ,于 蚌 ,我 们 知道 
ASh) /dt = pATw CE) — vr]. (4) 
等 式 (4) 通 常 称 为 质量 平衡 方程 。 


3. 稳定 状态 的 稳定 性 


如 果 我 们 由 (3) 解 出 p。 作为 BS BR 并 用 (4) 在 (3) 中 消去 
速度 ,那么 ,得 到 


SL ot = ACh ~ p.) — peAh + - pALgsind 
— cL 2 对 + vr 十 PAL oer (5) 
WARY 2). 


如 果 令 dh/dte—d'a/de? =o, BLE dzrzd 一 0, 那么 ,就 得 到 由 
Ch: — AO _ chug 
_. «PE ega 
(其 中 一 sr 一 mo AP ERO SAS) FER ASR. 
现在 让 我 们 探讨 一 下 ,到 时 候 这 个 稳定 状态 可 能 有 怎样 的 小 
偏离 扰动) 变化 .水 轮机 运转 状况 的 少许 变化 ,例如 电力 需要 增加 
时 ,会 引起 vr 的 政变 .这 种 改变 将 导致 调 脖 塔 中 水 位 的 变化 ,我 们 
想 知道 调 压 塔 中 会 发 生 秆 么 现象 。 
对 由 (52 给 定 的 h(t) 的 演变 作 数 学 上 的 分 析 , 己 超出 了 本 章 
的 范围 。 但 是 ,如 果 着 眼 于 水 的 高 度 的 小 侦 离 ,我 们 能 够 完成 一 个 
有 意义 的 分 析 。 而 且 , 我 们 断 育 ,从 近似 分 析 ( 急 是 小 侦 离 得 到 的 


A, = Lsing (6) 


341 


数据 将 是 十 分 有 用 的 ,因此 值得 付出 努力 。 另 一 方面 ,如 果 不 作 小 
偏离 的 假定 ,我 们 就 不 可 能 得 到 有 意义 的 解 。 
AA teh, 和 vr 二 vo 十 ev; 其 中 :是 扰动 上 的 幅度 大 小 。 
我 们 将 假定 。 SERV. FAA. teh, RAG). BATA 
dh， 2c dh; ch S* dk? 


PSL a = — pgAh — “Po u Oar de 
+ par ou 一 2tcLvv 一 Beele oh (7) 
RR AAAS © BR eo? A. PRET h 的 近似 方程 为 
d7h, dA, _ dy 
Ge tha tth=age (8) 


其 中 f= rv pA k= Ag/S, BAR aS AlS, 
练习 3 BERR AR LA AR BAR DE BEA PR 
SRF JTE BR BS RR HS Don > BS AB A EE. 
《8) 的 一 般 齐 钦 解 ,可 以 写成 
hyg = Age" cosCat + fa), (C9) 
其 中 后 村 和 是 常数 ,而 频率 ”为 


w=,fk—-—*, 


物理 上 ,8 AREI EEO 表示 一 个 按照 OB TDR 
Wo 如果 中 是 小 的 ,那么 任 一 个 据 葛 都 将 持续 一 段 长 时 则 。 这 是 一 
个 调 压 塔 中 不 希 刻 有 的 特性 。 这 个 问题 通过 在 调 压 塔 中 采用 升降 
句 ( 一 个 细 的 带 有 一 些 孔 的 垂直 管子 ) 已 经 得 到 了 一 个 非常 满意 的 
解 类 .从 输送 管 进 人 的 水 流 进 赚 升降 器 而 不 是 直接 流入 调 压 塔 ,这 
种 情况 的 分 析 守 少 重 复 染 一 些 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 Noble 的 书 
L1]. 


Mt 录 
考虑 在 管子 中 流体 的 流量 。 设 = 为 沿 管子 自 一 个 任意 指定 的 
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参考 点 算 起 的 坐标 .在 这 个 问题 中 , 像 几乎 所 有 含有 运动 和 正面 的 
回 是 一样, 有关 平 衡 的 合适 的 量 是 质量 和 动量 。 


i 


| 


首先 考虑 质量 的 平衡 。 仿 定 PCz ,六 为 流体 在 时 刻 ! 于 二 处 的 
密度 。 流 体 在 由 到 x 十 Ax 这 段 的 质量 为 


rir ~ ~ 
af pG DdF, (A1) 


其 中 4 是 管子 的 机 截面 积 。 
穿 过 在 r 处 的 横 截 面 的 质量 的 通 量 为 Aelel) Ap 
是 洛 开 方向 的 流体 速度 。 在 任何 断 珈 上 流 有 产生 或 消失 质量 ,于 
是 质量 的 平衡 变 成 
agt 
dil, 
= Aplr.tiu(2.t) — Aplr + Ar, fjule + Ar,?). (A2) 


FRA. Ar 去 除 ,并 令 Aro, HG 


ahr ~ ~ 
应 [全 可 他 


PEN S patula). (43) 
把 这 个 方程 写成 
PH vb 4 pX =o (Aa) 


是 富有 启发 性 的 。 量 apy/3 直 okapjar) 称 为 p 的 实质 导数 日 往往 用 
DeyD 或 dp/dt 表示 。 证 我 们 来 讨论 它 的 意义 。 
假定 式 z 昌 为 两 个 变量 的 菌 数 ,而 上 = fc Her) Aa 
晤 7 的 函数 。 那 么 
See. f@) = Bey Be 
She fr 一 rz 于 是 z 和 上 是 相同 的 变量 ,并 很 定 &(Cr) 一 
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8( 四 作为 :的 函数 ,是 流体 的 一 个 薄片 的 位 置 ,因此 dg/di=dx/dt 
二 薄片 的 速度 ,以 致 dr/dt 一 v. 那么 


二 €A5) 


HH esac) A AY FEBS ROB oe) EAE HEM Ad A 
置 。 于 是 d$/dt E f He RY FEO SE RR. C5 v 依赖 于 x 
设 有 什么 关系 。) 

”用 流体 密度 的 话 来 说 ,我 们 有 


de av 
de ar’ C46) 


右边 表示 流体 的 压缩 。 如 果 2/3110: BA, BUR MG RF 
是 我 们 料想 在 那 附 近 地 方 的 流体 的 密度 将 增加 。 

REREH + 方 同 动 量 的 平衡 。 DE ARNE NCE 
RARE ORT eR RE. 更 确切 地 说 ,在 x et Ar KEER 
流体 的 动量 是 

A)" Gnu ade, (AT) 


动量 平衡 的 命题 是 ; 
线性 动量 的 变化 率 一 动量 的 净 通 量 十 外 力 。 

与 牛 懒 (Newton) 第 二 定律 的 经 典 陈述 的 微小 差别 在 于 有 通 量 项 。 

考 虚 通 量 项 。 流 体 穿 过 x 处 的 断面 的 运动 速度 为 v(x 人) ,而 

流体 带 有 的 动量 为 pC(z,22olx,t). 于 是 ,在 任 一 xz 处 的 通 量 为 

Apax tu e,t). CAR) 

我 们 考 虚 的 外 力 有 三 种 类 型 :压力 、 阻 力 和 重力 . 先 考虑 重力 。 

假设 重力 如 速度 河 z 方向 的 分 量 为 gsin9, 其 中 8 是 管子 与 水 六 方 
向 所 成 的 角 。 在 z+ 至 x 十 Ax 区间 段 上 的 整个 重力 为 

A| oG.edzgsind, (A9) 


其 次 考虑 压力 项 。 为 了 了 解压 力 这 概念 ,通过 切 掉 在 上 左边 
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Al xt Aa 石 则 的 流体 ,我 们 使 = 和 ct Ax Sa A PM ae 
HE AT AB x Fh et Ax 之 间 的 流体 表现 出 恰 如 切 掉 的 流体 仍 在 那 
里 ,我 们 必须 用 力 来 代替 它 的 作用 。 假设 这 些 力 为 Apr (zx) 和 
Apntx 十 7) ,根据 必用 -反作用 ,表明 Api (2) = Aprl), H Api 
(rT Ar) = Api et An). FE ppc) = plod =pla). l 


Apia) Apr (T+ Ar) 
TAIR TAR etde 
T 9 Bu J 

Kan Y 访 体 的 力 


1 
x atr 


Apr it Jin (x) 


I 


ME FRE SLT HOD prr tAr), Ear 至 zx 十 Ax KA 
LAPENNA 
ACP lE) — pela + âr)) = AC p(x) — plr + Ax)). 
(410) 
EDRI FEMI OE RE. HEERE x 
Ab AAR IX PRE 2 + Ax 处 的 值 。 
最 后 ,考虑 阻力 .根据 实验 ,阻力 与 流体 速度 的 平方 成 正比 .这 
个 力 适 当 的 一 般 化 ,就 是 l 
— [Teada (A11) 
这 样 , 线 性 动量 的 半 衡 成 为 
ace 
A Tl, 
= Aplr, Dlr, t) — Aplr + âr Drle + AT, E) 
+ Aplr, t) — Aplx + år,£) 


Axr m ~ 
plex, viz, edz 


wb eke ~ ~ wd dy ~ a 
十 Al * P(x tidx. gsin? 一 | ` cw Cr dde. CAL2) 
用 4aAx 一 除 , 并 令 Ar 一 0, 得 到 
ape | apy ap ong Ë 
X + 3 TT ae + pgsing AY CAI3) 


EED ZEA RGD AEA ,我 们 有 
gp, ap au dv dv av, 
(Etola e#lot ol Z tox) = ar 


& y 


L SAE HE a SAA et ES 4 BP A E. 


2 RRO. 
3. RI CO SAEF v (O= HlO WAR Roh Ha 为 出 
H) = [y Wied, 
0， YEO 


E PEE PEG Heaviside) PRX. SEF TR ARE» ORT EAA A <9 By = 
dhifdi 一 0. 提示 ; AN tO = U WY dey foe =r), a d Ay Dirac) 
é- HR. RUA TRA 


dry adh 
JA 十 站 本 十 太一 0， >O, 
A 十) 二 
dry _ 
训导 二 ?二 a 


给 出 的 关于 A 的 问题 。 


S = XM mw 


[1] B Noble. Apptications of Undergraduate Mathematics in Engineering. MAA 
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C2] W.E. Boyce and E.C. Diprimg, E ementary Differentia! Equations and Boundo- 
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a 师 参考 


目的 ”本 章 考虑 输送 管 - 调 压 塔 系统 的 稳定 性 . 推导 出 了 控制 
调 压 塔 中 水 的 总 量 的 方程 ,研究 了 稳定 状态 的 稳定 性 .本 章 可 以 作 
为 流体 动力 学 的 基本 原理 的 人 门 ， 本 章 主 要 取材 于 Noble 的 书 
C1]. 

预备 知识 ”基础 力学 :多 元 微 积 分 ,微分 方程 。 

. 时 间 CARER SEM SE IRR. 


第 21 章 


播 动 一 根 弦 使 其 停止 
Robert L. Borrelli * 


1. 3] 


周期 性 的 扰动 ,在 科学 与 工程 的 许多 不 同 的 领域 中 ,扮演 着 一 
个 重要 角色 。 有 周期 性 扰动 的 一 些 例子 是 :重力 场 中 摆 的 运动 ,天体 
的 运动 和 电路 中 的 振东 。 当 周期 性 扰动 在 空间 进行 时 ,共同 地 称 为 
“波动 ". 波动 的 一 些 常 见 的 例子 是 :池塘 水 面 上 涟 波 的 运动 .声波 
利 拉 紧 的 柔软 的 弦 上 的 横向 振动 。 

本 章 , 我 们 将 相当 详细 地 分 析 在 波动 中 也 许 是 最 简单 和 最 直 
观 的 系统 : 拉 紧 的 柔软 纺 上 的 横向 振动 .在 建立 振动 驼 运动 的 线性 
化 模型 以 后 ,我们 将 描述 振动 弦 方 程 解 的 特性 ,从 此 可 以 导出 波动 
的 许多 件 质 。 然 而 ,本 章 的 目的 是 下 述 关于 振动 驴 的 最 佳 控 制 问题 
的 解答 :假定 一 条 拉 紧 的 柔软 纺 的 一 端 被 系 紧 , 证 明 存 在 一 个 最 小 
时 间 了 ,不 管弦 的 初始 仿 移 和 初始 速度 如 何 ,都 能 用 一 个 合适 的 振 
动作 用 于 身 一 端 ,使 得 这 个 驴 在 时 间 卫 内 静止 下 来 。 意 想不到 的 
是 ,直到 1971 年 当 P. C. Parks[11] 给 出 一 个 简单 而 精巧 的 最 佳 控 
制 问题 解 之 前 ,这 个 问题 并 不 曾 被 研究 过 。 


Thi 


* Depatment of Mathernasics, Harvey Mudd College, Claremont, CA 91711. 
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2. RAR R ERA 


假设 一 条 弦 拉 紧 在 二 轴 的 点 xz 二 4 和 点 eH L>O 之 间 。 我 们 
希望 建立 没有 人 外 力作 用 而 只 在 其 自身 张力 作用 下 的 蓄 的 运动 模 
型 。 为 了 简化 问题 ,我 们 假设 著 是 柔软 的 ,也 就 是 说 ,在 落 上 的 张力 
只 成 切线 作用 于 弦 上 ;因而 对 杜 曲 不 产生 阻力 .由 主 弦 在 张力 作用 
下 的 平衡 位 置 是 区 间 0 委 z 扫 工 , 故 ,我 们 可 以 用 指定 的 三 个 函数 
ay Crt) ste, (ot) A us(r 8) AGIA ME oy BS EOP 
衡 时 位 于 x 处 的 点 在 时 刻 t 的 坐标 。 根 据 物 理学 的 理 占 ,很 清楚 ， 
纹 的 运动 不 仅 依赖 于 弦 的 初始 偏 移 和 初始 回 度 ; 而 且 沁 依赖 于 弦 
在 边界 点 r=) 和 Y= 工 受 怎样 的 约束 。 稍 后 我 们 将 讨论 边界 条 
件 。 

为 了 用 一 个 简单 的 线性 偏 微分 方程 来 描述 弦 的 运动 ,我 们 将 
再 作 一 些 简化 的 很 设 。 关 于 振动 弦 的 更 一 般 的 模型 , 见 H. Wein- 
beger[34。 特 别 地 ,我 们 作 如 下 的 假设 : 

《1) 芝 的 运动 在 一 个 国定 的 于 面 上 上 发生, 而 相对 于 弦 来 说 弦 上 二 
的 点 不 得 不 只 沿 横向 运动 .这 样 , 纺 的 运动 就 可 以 用 单一 地 定义 在 
Kk R= (Cast) 0h 0) 上 的 函数 zz 来 描述 了 。 

(jew eE CUO NCR). ASF Fa BR RIE pb e 
RE EX TE MF PERR th BK, 中 的 二 次 项 可 
LAB ATP 

(3)3% LAGE A Tat) ECR). KARE p 是 常数 ， 

DRA SP ERAS BR I AEREI E. BS SY eT RT 

现在 我 们 准将 推导 弦 的 运动 方程 。 我 们 计算 作用 在 线段 Lz， 
x 部 分 上 的 力作 用 在 这 部 分 上 的 力 , 仅 起 国 于 张力 .我 们 将 求 出 


* IR SRE RAS. H R= irt :DOT 人 
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作用 于 [z,z] 区 间 每 一 个 端点 上 的 张力 的 求 行 的 和 横向 的 分 力 。 
参考 图 21. 1 ,我 们 有 下 述 计算 结果 (图 21. 1 中 的 标记 定义 了 所 用 


的 记号 ): 
few, TC) 
Tairt) 8 ! TCr ,ty 
| PCa AD 
Teta 1T Cat) | i. 5 
+ 7 = 
=x x zx 四 
21.1 Papas 在 Lr,zJ] 上 的 轮廓 线 
[Tacx 2) | = [FC2',2)] [sina], 
[FT, Cx s)|} = |TCr! ,0 |cosa], 
|T, C£, = |T(x,ż) | [sing], 
IT,(z52)] = |T íz, | |cosf|. 
可 是 ,由 于 有 
el 
[sing | = CASERA , |cosa| = 1 


V+ lol VIF daa dP 
以 及 关于 sinf cosl 的 类 似 公 式 ,我 们 从 假设 (2) 注 意 到 

jsina| = jz |s cosa] = 1, 

[sing] = |a lz, Ð | leosB8| = 1. 
RE n 的 二 次 和 更 高 次 的 项 已 经 被 忽略 不 计 了 。 于 是 , 往 分 量 上 
加 上 适当 的 取向 ,我 们 看 到 ,作用 在 线段 [zz'] 上 的 净 张 力 的 模 向 
分 量 和 平行 分 量 , 分 别 由 

| 了 (ze 2) — [Tore u, Cet) 
Al 


350 


Tce’ st}| — [Flr | 

oy (Ade PRT A TREA ZAR aa, FRA h 
HEIT |= TOD. 因为 z 和 xx' 部 是 任意 的 ,所 以 一 定 有 
T= ITIS EDO LIER. 那么 ,在 线段 [7,x'] 上 应 用 牛顿 第 一 定 
律 ,我 们 有 

pT — Ta tT) = Ta katat) — xt)} (1) 
其 中 x* 为 + 和 之 间 弦 线段 的 质心 坐标 。 用 pLx — 2) IR) 
记 了 Zip 为 中; 并 取 当 x 一 x 时 的 极限 ,我 们 得 到 所 有 的 点 (7, 人) E 
R 都 必须 满足 的 一 维 波动 方程 

ty = elu. ` (PDE) 

我 们 将 假定 CON WRK 


3. 在 弦 端点 处 的 条 件 


A OA WH Ah AS BR ek FO R aiaa PT EA RAN ws ABR es 如果 端 点 
PPS FETS) CIE A ES a AMAER] u HE CAT 
以 按 别 的 方式 自由 运动 ) ,从 而 在 物理 上 描述 这 种 情况 (自然 :可 能 
AS). TE RE SA h RENE. 

BG KA ae SS TE r= 和 x= 上 的 已 知 作用 
az) Fl BC) BRR. FE, (PDE) 的 解 lx; 四 必须 满足 边界 条 御 

uCO.6) = a(t) uL) = PO) t A. 
如 果 a =PUI=O0, WSK El Hh ARE zc 轴 上 的 > 一 0 和 xz 一 上 
上 。 这 种 待 殊 情 况 ,通常 称 为 在 每 个 端点 上 的 固定 边界 条 件 。 

第 二 , 设 纺 的 端点 二 = 和 和 = 一 工分 别 地 受到 已 知 的 横向 力 
YO 和 人 的 作用 ，。 现 在 我 们 来 决定 ,(PDE) 的 解 zkzy 轨 在 < 一 0 
必须 满足 什么 条 件 。 作 用 于 线段 [0,a](0<A< 工 ) 上 的 横向 力 册 

Tu, ht) + YO 


给 出 。 


于 是 :根据 牛顿 第 二 定律 , 必 有 
phu,(a* i) = Tu RD + YQ), 
其 中 zx'* 是 在 [9,hj 上 的 弦 线 段 的 质心 ,。 若 令 hh 一 07 ,就 得 到 当 上 0 
时 的 象 件 
Tu, 0,0) +7) 一 0， 
BA wy (xt) Y 0 时 关于 xz 是 有 界 的 ,类 似 地 ,可 得 当 过 0 时 在 
另 一 个 端点 的 笨 件 
Tt 一 全 (一 个 
CSO) 0 时 ,这 些 条 件 通 党 称 为 自由 边界 条 件 。 
第 三 ,假定 粥 的 左 端点 用 具有 弹性 常数 4 的 弹 得 连接 到 x 轴 
上 的 点 z=0 上 ,那么 ,在 上 面 第 二 种 情况 中 的 理由 就 意味 着 ， 
CDE HHE ee Cr 汶 会 满足 条 件 
Tu (0,0) = kul Ost) st c= 0. 
同样 ,将 右 端 点 用 一 个 弹簧 连接 到 点 z 一 工 上 ,就 可 以 得 到 一 个 类 
MAAE EE. 这样 的 边界 条 件 通常 称 为 弹性 边界 条 件 。 


4. 振动 纺 的 混合 初 一 边 值 河 题 


正如 在 第 二 节 中 我 们 已 经 看 到 的 ,振动 纺 的 偏 移 Crt R 
要 (art) EC(RR) 满 足 某 些 简化 条 件 ; 就 一 定 在 区 域 R= (2.2); 
0<z<Zto0 上 满足 所 谓 的 波动 方程 (PDE?， 在 第 3 节 中 .我们 
注意 到 , 如果 ve CR), MER e 及 其 关于 工 的 一 阶 偏 导数 在 边 
界 ==0 ASL 对 于 一 切 420 满足 一 定 条 件 是 怡 当 的 5 条件 依赖 
Fe FE RAHA EEE. 自然 , 弱 的 初始 候 离 ntz,0) 和 初始 速 
度 2 人 zs0)? 也 可 以 被 指定 .于 是 ,用 数学 术语 来 说 ,具有 已 知 初始 条 
件 和 端 虑 条 件 的 振动 荡 的 运动 将 是 一 个 函数 azE ONC R, 
这 样 的 函数 满足 所 有 下 列 关 系 ( 所 图 21. 2): 
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Bolul= ste) dy C ler Brilu ]= pte) 


utr 0 = fir) 


mir 0)=g lr} 


9 L 
Fa 21.2 HKB 的 几何 结构 
(PDE) Ha = C lyro 当 QA rA L t> 


dc) pen = fF) Org L 
“w(x. = er) OR rel 
B = ýH, 25 

(BC) | olu] = $ (BP) 
B, Le] = p) t = 0 


其 中 (2) ,g(x) pO oO ABM BR, AAAS Bo 和 Bi 可 
以 是 (独立 地 ) 第 3 节 中 提 及 的 三 种 类 型 中 的 在 一 种 ,注意 到 ,所 有 
这 些 边 界 算 子 都 是 线性 的 ,具有 初始 条 件 (IC) 和 边界 条 件 (BC) 的 
边界 问题 (BP) ,将 是 在 本 章 剩 下 部 分 中 我 们 所 关心 的 对 象 。 我 们 
将 看 到 ,原始 数据 LA(z) 和 gtx)] 和 和 边界 数据 [$f 和 ee) Tay AR 
完全 任意 的 方式 选取 ,只 要 满足 某 些 适 当 的 光滑 性 和 相 容 条 件 。 


5. 特征 线 


下 面 的 基本 评述 对 于 阔 出 CPDE) 的 解 并 最 终 和 解决 边 囚 问题 
(BP) 将 是 有 用 的 . 

定理 1 ROA at PPA ARE COD AQ PODE) 
的 人 尾 一 解 ， 那 么 

(DD tf 一 Cod 在 日 中 形 如 XT 一 ct 一 常数 的 任 一 线段 上 为 常 
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x. A ` 
GD ax 十 caz 在 和 内 中 形 如 zx 十 ct 二 常数 的 性 一 线段 上 为 常 
数 。 
证 明 只 证 断言 O ,而 4ii 的 证 明 非 常 类 似 。 注意 到 , (PDE) 
可 以 写成 
(a, + cd, Lau — cde] = 0, 
其 中 外 导数 与 zt 半 面 中 的 一 个 方向 导数 成 正比 ,这 个 方向 让 具有 
x 光标 为 = 和 上 坐标 为 一 个 单位 的 向 量 所 确定 。 于 是 ,在 如 中 的 直 
线 + 一 ct 二 常数 上 ,函数 az 一 caz 有 一 个 等 于 零 的 方向 导数 ,从 而 
得 到 所 要 求 的 结果 ( 见 练习 1 关于 这 个 定理 通过 和 链 法 则 的 一 个 证 
HA). l 
因此 ,我 们 看 到 两 个 直线 族 
工 一 ct 一 常数， (2) 
rte 常数 (3) 
对 于 波动 方程 (PDE) 有 特殊 意义 。 形 如 (2) 或 (3) 的 每 一 条 线 称 为 
波动 方程 (PDE ) 的 特征 线 。 


6. 波动 方程 的 柯 西 (Cauchy) 问 题 


为 了 利用 特征 线 的 特殊 性 质 导出 (BP) 的 解 ,我 们 将 先 考虑 
(PDE) 的 一 个 纯 初 值 问 题 ,为 方便 起 见 , 假 设 初始 数据 了 和 g EM 
在 整个 x PH. PRC. BRASIL ABB EB +o Fl — 00, SEI FRAT AR 
需要 边界 条 件 。 设 5 一 {Cr,f) :c€Ri> 0} ,我 们 寻找 初 值 问题 

H = nr E R,t> 0 

oP) aa = fir) s ER 

lr, 0) = gla) E R 
AY uE CCO NC CSD. 问题 CCP) 称 为 甘于 波动 方程 (PPE) 的 
Cauchy 问题 。 尽 管事 实 上 人 们 并 不 总 遇 到 无 限 长 (或 很 长 ) 的 弦 ， 
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我 们 仍 将 探索 这 个 物理 上 理想 的 情况 , 它 对 于 获得 更 实际 的 问题 
(BP) 的 解 有 利 。 

首先 ,我 们 将 证 明 (CP) 不 可 能 有 多 于 一 个 的 解 : 设 ach H R 
中 任意 两 点 ,并 用 Alah) RLAR E Cab) AIR ASIE ret 
=a r te= 的 线段 为 边 的 三 角形 的 内 部 。 集合 Aab RE 
三 角形 : 见 图 21. 3. (CCP) 不 可 能 有 多 于 一 个 解 的 事实 ,是 下 述 定理 
的 结论 。 


图 21.3 (PDE RJ PHE = RIE ACB) 


定理 2{ 叭 一 性 ) Hv E C Aash) APDE) setu =c unr 的 
任意 两 个 解 ,它们 在 Alab) ki REARS T HR, H ACCP) 9 
Ant AF. FRO Alab) 内 av. 

WEAR 函数 志和 全 4 一 vzE CCA (Ca;b)) 且 满足 (PDE) ,此 外 ,我 
们 看 到 

lim Wrst) = = 0D, 对 于 每 一 个 x, E (a,b) 


kaij ir 
qa nanan H 

lim 。 TCR D 二 0, 对 于 每 一 个 zo E lah). 
inet}. To 


tr WEA, bi 


于 是 ,根据 定理 1, RANÉ, a ae) E Alab). tw teow, = 
0w — cew =0*. AH E Alab we Se 0, MA E Ate.) 


* BRAA e krema u =w=. -o RE 
7 PAGER: ERCE YP RR. HOLE 


《中 有 是 在 中 中 对 于 每 个 指标 ?一 
L4. -a BEIBI h0 FH. BATE RY 三 常数 。 i 
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Pw Be. DR PM ERS. AHE Aab) pP w=0, 证 
毕 。 l 

Fe (1 UE BA CCP) 3 — 4 0 8 AEE R He PK ATE 
为 此 目的 ,假设 初始 数据 了 和 sg 在 z EA IB ad) LAAR E 
MBA. RNA PEE. 

定理 3(DAlenbert 公式 ) EC labe Ela bhd 
Bij.) EH Eee, PA. Pe DECAGOE RY BK 


ae ata 
utr = fete tie ce) xe) gods, (4) 
是 约束 柯 西 问题 ， 
ty = CI, (7,03 © Alab), 


i -f . A 
(RCP) clit thet) 了 txod :对 于 每 一 个 xo E (a,b), 


(rte Aah} 


lim eT) = SCxzol， 对 于 每 一 个 To € Ca,&) 


lati Cryo 
ith E Maib) 


HE- 

注 定理 2 和 3 容易 推广 到 初始 数据 了 和 三 对 一 切 xzE 有 
定义 且 满 足 适当 光滑 座 条 件 的 情况 。 实 际 上 ,基于 这 种 情况 ,对 于 
Xx 人 ERI20, 用 (4) 定 义 的 函数 lz,#) 是 柯 西 问题 (CP} 的 唯一 解 。 

证 明 OM EA rt) Ale). AX, AX, X DBR 
过 (zx,t) 的 两 条 特征 线 与 x ANAC. RX, <X, <6, AX, 
=x ct X= r+ct. 从 定理 1 可知 

t Est) 十 cu, rd) = (KO + eu (Xs, 0), 


UE) —— eu lrt) = u,CX,,0) — ca X10). (5) 
但 由 于 
u,(X,,9) = @CX,), #(X,,0) = g€X,) 
u,CX,,0) = f'(X,), #,CX,.0) = F'(X.) 


我 们 看 到 55) 成 为 


a(t) + cur) = gle tet} t+ ef (et ct) 
HKEE) cu X,t) = gla — ct) — cf’ (Cr — ct) (6) 
RO, RIE, SF — Crt) € Ala,6) 
. 2u,(e.t) = [glx +t) + gla — e] 
+e{fi@+tel—P@~c)] (7) 


2u,(2,t) = + Cela + ct) — glx —ct)] 
+ Ofte + et) + Pe — et} (8) 
设 


U(r) Ó ulr) fle + e) + fle — et) l 


2 ze 


gds, 


(9) 
通过 (7) 和 菜 布 尼 兹 (Leibniz) 法 则 ” s RATER MF et € Ala, 
6).U D=, An RMB Ur ORR PEE r 的 函数 。 利 
AA). RNB U.S). BUG O=FR. BE. RRR. 
通过 (8) RER, HPF (x 02) € Alas) U(r 2) =O. 证 毕 。 


T 波动 方程 解 的 性 质 


CCP) 有 了 明确 的 解 这 样 , 我 们 就 不 仅 可 以 研究 振动 阁 问 题 
解 的 数学 性 质 ,而 且 还 可 以 研究 它 的 意义 。 
1) 行 波 的 选 加 :首先 ,注意 到 (4) 中 的 函数 wx, 让 可 以 写成 
w(x t) = PCr + of} + Rr — ct), (10) 
其 中 


= RES. A Ae REMIR Ie BF EBA MS BOR MG ol) POA els, 
DER OH aR EF 


Pu 
fy aie = (RU, GOs ~ gtato pa’ + 全 md 
aly wht 
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i 工 f 
Pi) = z fd 十 二 | se jds 
(11) 
ac) = Ef) + | gc das 
2 2c s ` 


ROR. C10) SRR A TREBAT peA ule, 
T)) ,我 们 只 要 把 由 了 对 于 x 轴 的 图 形 向 左 平移 c 个 单位 ,再 加 
上 由 多 对 于 = 轴 的 图 形 向 右 平 移 c 个 单位 就 行 了 .。 TE PQ MT 
于 工 轴 的 图 形 看 作 波 形 ,我 们 看 到 , 己 Cz 十 ci 是 由 波形 尸 以 速度 c 
随时 间 疝 左 均匀 移动 而 得 的 。 奖 似 地 ,和 kz 一 c) 正 好 由 省 形 鱼 以 
速度 * 随时 间 向 右 均匀 移动 而 得 。 于 是 , 任 一 个 (CCP)? 问 题 的 解 是 
两 个 行 波 的 和 ,一 个 向 右 移 动 , 田 一 个 向 左 , 像 (10) 那 样 明显 。 

注 至 此 ,我 们 已 经 分 离 出 波动 方程 的 一 类 解 , 它 们 有 {19) 的 
祥子 且 显 然 包 含 两 个 “任意 的 ”函数 .有趣 的 是 ,波动 方程 没有 别 的 
解 ;也 就 是 说 ,流动 方程 的 每 一 个 解 都 有 关于 适当 的 函数 PC，) 利 
QC 2) 的 (10) 的 形式 ,于 是 (10) 是 波动 方程 的 通 解 。 本 节 的 波动 方 
程 是 能 够 方便 地 求 得 通 解 的 极 少 数 偏 微分 方程 之 一 。 

”2) 惠 更 斯 原理 :假定 说 ,除了 有 界 区 间 2 外 , 蓄 在 开始 时 处 于 
静止 状态 ,而 在 区 向 / 上 , 弦 有 偏 移 且 有 茶 个 给 定 的 初速 度 ;也 就 
是 说 ,除了 在 上; CCP AY SAM go Shab BPE. ER xo" 看 
到 ”不 包含 x 的 集合 /上 的 “扰动 ”必须 经 过 多 长 时 间 是 有 意 浆 
的 。 很 明显 ,根据 (4) ,在 任 一 个 其 底 边 不 和 J 相交 的 特征 三 角形 
ACro—ctexo tet) Prule D YTF F. mÈ J= lad] flew! B 
zo 最 近 的 端点 , 则 ze 可 以 RB 上 "挑动 * 的 最 早 时 间 是 := Ca 
一 xo)/c. 这 种 观测 与 1} 相符 ,在 1) 中 ,波形 了 和 QQ 两 者 痢 以 速度 
<“ 传播。 于 是 ,z。 觉察 到 ”由 J 上 的 拢 动产 生 的 波 的 “清晰 的 开 
端 ”, 但 是 通过 (4) 看 到 ,如 果 初 始 速 度 g 在 了 上 是 非 平凡 的 , 那 
ATH re 将 不 能 “觉察 到 "由 了 上 的 “扰动 ?产生 的 波 的 “清晰 的 
末端 ， 即 使 ”的 长 度 选取 得 任意 小 。 这 种 CCP) 问题 的 独特 的 性 
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质 , 说 成 是 “CP) 不 符合 惠 更 斯 (Huaygens) 原 理 。 

3) 半 群 性 : 设 (x. 四 为 已 知 初始 数据 和 gg 的 柯 西 问题 (CP) 
的 唯一 解 ， 设 了 >0 已 知 , 再 设 w* Cr WRT RR f(x) 二 
w(t) 一 wtz，1 2 的 柯 西 问题 的 唯一 解 。 那么 ,对 于 一 切 x 
ER 及 一 切 >o REE 

uw (rf) = ult H T). (12) 
搞 多 话说 ,把 :一 了 时 弦 的 状态 作为 初始 数据 得 到 的 弦 的 运动 ,与 
用 原来 的 初始 数据 并 且 当 * 到 达 了 时 把 我 们 的 时 钟 拨 回 了 个 单 
位 所 出 现 的 弦 的 运动 是 相同 的 。 再 说 一 下 ( 略 有 善 别 ) ,CCP? 在 带 
形 区 域 {z ,让 :xER,0<t<71} 上 的 任 一 和 解 : 可 以 唯一 地 推广 为 在 
HEKI Crt ce ROZET) ERA vD A Se 
RT eT ovl O AEA Hg RP =e Tg (Tz) 一 
wa TMM TEST, 开始 的 (CP) 间 题 的 解 。 现 在 我 们 着 手 证 
明 t12)。 由 (10) 
fr) A ulr, TO = Pet T) + Qe eT) 

EG) u(r) = cl Cr H eT) — Oe et] 
Te ATA u oo ,我 们 只 要 通过 (11) 算 出 函数 r (3) 和 
@'{s) 就 行 了 。 容 易 看 出 ， 

Pts} = PGs tet); 
Q G) = QG — T). 

因此 ,再 用 一 次 (19) 即 得 
u* (zd A Pi tea HTD + Q ea tH T = ulr t T). 
证 毕 。 

4? 寄 异 点 的 传播 :现在 我 们 来 考虑 其 数据 仅仅 满足 逐 股 光 消 
的 (CCB). 就 是 说, 假设 除去 一 个 没有 有 限 诊 点 的 集合 外 ,对 于 每 
—P ACER RRS Al g CE x SEP IRON. 内 满足 通常 的 光 
滑 性 要 求 :gECCNJFECCN- (除去 的 集合 了 ,在 任 一 个 有 界 
的 区 间 上 只 能 有 有 限 多 个 成 员 。 为 什么 ?对 于 满足 这 些 分 段 光 滑 


Fr Bee eS 1k 
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限制 的 数据 ,我 们 仍然 能 用 (4) 得 到 一 个 函数 (x,t), 它 在 下 述 区 
域 中 满 是 波动 方程 :这 个 区 域 为 从 {(zx,#) :xERR,t>0} 中 除 掉 一 切 
形 如 chet = sy 的 特征 线 所 形成 的 ,其 中 so CS. 即使 像 我 们 将 看 到 
的 , 它们 不 满足 本 节 开 始 时 采用 的 光滑 性 要 求 ,我 们 仍 将 称 a(x, 
起 这 样 的 函数 为 (CP) 的 解 。 于 是 ,通过 (6) 得 到 的 wlx,t) HE ot F 
面 上 任何 一 个 包含 形 如 zx 土 (二 so 的 特征 线段 的 区 域 R 上 ,不 可 能 
Ai 5 BEA — YS PR RB ge CD) tefl Cs) BR ag 65) — cf" (5) TE so 
处 不 连续 ， 在 这 里 ,有 趣 的 是 ,初始 数据 的 不 连续 导致 解 在 任意 长 
的 时 间 后 仍 不 连续 ;就 是 说 , 如果 初始 数据 不 具有 上 面 最 初 定义 的 
光滑 性 ,那么 , 解 wz,9 最 终 也 不 三 能 成 为 光滑 的 。 奖 似 地 ,xfkz， 
DE ot PR LEP aE cts 的 特征 线段 的 区 域 R 
上 , 不 可 能 有 连续 的 二 阶 导数 ,其 中 函数 g O tc f(s) Be eB 
g OSOE 50 处 不 连续 。 于 是 ,我 们 看 到 (CP) 解 的 不 连续 性 
只 能 沿 特征 线 传播 。 一 条 张 紧 而 静止 的 长 度 为 工 的 驴 “ 被 拉 出 ”， 
而 且 有 初始 偏 移 , 当 它 松 开 后 ,其 外 形 如 图 21.4 Sra. 


8. ”混合 初 一 边 值 问 题 的 解 


”现在 我 们 将 指出 ,怎样 用 柯 西 问题 (CP) 的 达 郎 贝尔 解 (4) 去 
和 解 其 边界 值 为 零 ( 即 ,$C2) 寺 k(t) 圭 0) 的 混合 初 边 值 问题 《BP) ,在 
此 ,将 用 一 个 例子 来 甸 明 这 一 步骤 , 考虑 一 条 拉 紧 的 柔软 的 长 为 
的 两 端 周 定 的 荡 , 那 么 荡 的 运动 特点 表现 为 具有 边界 条 件 
一 人 0 一， 对 于 一 切 上 全 0 
的 (BP)7 问 题 。 于 是 ,在 这 种 情况 下 ,(BP) 取 如 下 形式 
(PDE) 有 一 Ce 和 CO) 
ul 0) = inr € [oL] 


(IC) — 
u(£:0) = g(r), € [0L]. 
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f=PLf] 
t 
A S 


21.4 RAZIE TTE 


u(O,2) = Ot = 0 
CBC) | 


u(h,t} = Dt = 0. 


. SU poten 
二 十 Fr 一 cf 
© 2 


CBP) 


{AAS TERE AS SE BRAT AT BA a — TORR Rok 9 5 4 


题 , 它 的 解 同样 是 CBE) 的 解 。 为 了 证 明 这 点 ,显然 ,我 们 要 
一 性 事 是 , 找 5CP) 中 数据 了 和 8 的 条 件 ,使 得 .CP) 的 解 满 
能 多 的 (BP) 的 解 的 性 质 。 考 虑 到 这 个 目的 ,我 们 也 用 (x， 


做 的 第 
是 尽 可 
已 表示 


一 个 适当 的 柯 西 问 题 (CP) 的 解 。 这 就 肯定 地 带 要 /EC CRD gE 


CR) ,而 且 在 [0,51 上 两 者 分 别 地 与 ”和 5 一致, 看 一 眼 ¢ 


Oma 


道 ,如 果 了 和 g 关于 点 x==0 和 <x= 工 是 奇 函 数 ,那么 ,对 于 一 切 : 
DSO, uD ELD =0. 这 样 , 我 们 可 以 接 下 述 方 法 根据 了 和 《 构 


造 上 和 8 将 函数 了 和 呈 延 拓 到 [一 工 ,0] 上 ,使 之 成 为 关于 < 一 0 


Maree. 接着 把 这 些 函数 延 拓 到 [过 ,35] 上 ,使 之 成 为 闫 了 


Pral 


BIA PRIM. ARSE I PEATE R TEMA T r= 和 z= 上 
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yay BO Ba Se. CRE Te M g AWS Al gao] EM 
WHF c= 0 HF MRAM. BA. BUR =P folie 
= Pl go] BRAS 2L i A ig. BR EMA ER. BA 
的 .) 为 了 保证 和 & 的 光滑 性 质 的 要 求 ， 
Fe CEL] 
g € CoL], 
gO = g = 0, 
F(0) = FCL) = F'O) = FL) = 0 
是 必要 的 和 充分 的 。 这 个 事实 的 简单 证 明 留 给 读者 。 于 是 ,利用 
C4) ,我 们 能 容易 地 验证 ,通过 数据 ,8 (在 上 面 构造 的 ) 所 得 的 
(CP) ADA ore), BS Eee RT CBP) fa, 
注 类似 于 (EBP) (PEA me RRP MAB 
自由 ) 条 件 下 的 问题 ,也 可 以 用 上 述 方 法 来 研究 。 见 练习 2 我 们 也 
可 以 寻找 当 数 据 了 和 逐 段 光滑 时 CBP} 的 解 。 上 述 步 骤 在 该 情况 
下 能 起 非常 好 的 作用 ,而 且 不 难看 到 ,数据 的 不 连续 性 沿 特征 线段 
z 士 c 一 sfs 为 数据 的 一 个 不 连续 点 ) 区 及 它们 关于 直线 = 一 0, 工 
=L 的 “反射 "传播 到 区 域 {(z 间 :0<zc 工 >0 上 。 
可 以 证 明 ,HP? 不 可 能 有 多 于 一 个 解 。 我 们 现在 就 来 证 明 这 
点 。 上 面 关 于 构造 (BP) 的 一 个 解 的 方法 ,看 来 似乎 是 含有 某 种 任 
意 性 , 因此 , 叭 一 性 并 不 能 从 我 们 这 里 的 考虑 直接 得 到 。(BP) 的 解 
的 唯一 性 包含 在 下 述 定理 中 。 
定理 4( 唯 一 性 ) HER R= [aD 0<ir Lt 0} 设 
wveC(RINCR) A ik HF PDEA R P aS AR, 0 BLE GF 
ulz 0) = viz, 0), 4a4ff.0 =u, 0,04 2468 
A 
Bole] = Blr], Bu] = 8e >O, 
其 中 Bo 和 Bi AARS PREGE- ARET., PAAR 
中 =v. 
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证 明 说 得 具体 些 ,我 们 取 Bole SuO. om Ble leah, 
让 ;其 他 情况 可 类 似 地 讨论 。 这 证 明 实 质 上 是 迭代 的 ,因此 ,人民 蔡 
到 ,就 图 21. 5 中 的 区 域 的 情况 证 明之 后 ,我们 促 给 出 证 明 的 一 般 
思路 ， 


21.5 ME--FEDCAR ADIL fe 


MRS whu-v BA FAE? 的 直接 推论 ;我们 得 到 在 
特征 三 角形 SABC Hh w=0. 今 因 在 直线 DC 上 w=0, 可 知 DC 上 也 
有 地 三 0. 在 形 如 = 一 c: 一 常数 的 特征 线 上 应 用 定理 1, 我 们 还 可 
知 ,在 BC E wi =0, 因此 ,把 定理 1 应 用 到 贯穿 于 三 角形 ABCD 内 
的 那些 特征 线 上 ,很 容易 断定 :在 ABCD 内 w=. 如 果 这 样 的 步 
又 依次 用 到 R 中 每 一 个 由 相交 特征 线形 成 的 三 角形 中 ,那么 .不 
难看 出 ,在 整个 R 上 w=0. 


9. 摇动 一 根 弦 使 其 停止 


最 后 ,我 们 将 讨论 关于 系统 的 控制 论 问题 ,这 样 的 系统 , 工程 
师 们 称 之 为 “ 带 分 布 参 数 的 系统 ”。 

考虑 一 条 拉 紧 的 长 为 工 的 弦 , 端 点 z=0 固定 ,而 假设 在 z= 
处 的 端点 的 位 置 可 以 被 控制 成 一 个 已 知 的 连续 可 微 的 时 间 的 函 
数 ,那么 , 弦 的 运动 成 为 关于 基 个 控制 西数 z(t) 的 (BP), 问题 之 解 
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《在 此 为 方便 计 , 我 们 令 c=1,L=1) 
ty = HO Cale > 8 
ulr 0) = f(z), O21 
CBP), 4,(2.0) = g(r) 0S r= 1 
MD = 0,420 
ul) = pot SO. 
我 们 想 要 解决 下 述 控制 问题 ,寻找 最 小 值 了 >0, 使 得 对 于 任 
给 的 初始 数据 fe FEJET 4 ,以 致 (BEP) AAR el A 
ula t) = 0 人 了 三 0 入 生生 1 (13) 
的 性 质 .因为 (BP), AA AE ECC), RIAA ROR) BE 
BXA MA ABST HOS, RRM FW el 保持 
静止 .于 是 ,我 们 想 要 解决 的 问题 是 ,怎样 播 动 一 根 弦 , 使 之 在 是 短 
可 能 时 间 内 停止 . l 
按 上 面 的 说 法 ,控制 问题 的 叙述 仍 多 少 有 些 不 精确 。 实 际 上 ， 
我 们 没有 阐明 控制 问题 的 解 xz ,六 所 要 求 的 光滑 性 质 . 可 被 考虑 
的 初始 数据 的 种 类 也 未 定义 ,为 明确 起 见 ,我 们 要 求 控制 问题 的 解 
EC ONCOR), HA R= (C250 :0<r<cl.> 0), BFHABR 
初始 数据 / 和 8 必须 满足 的 光滑 和 和 相 容 条 件 以 后 再 定 。 因为 #(1， 
”和 二 pK(D ;故我 们 已 经 加 给 ee ORR ERE 4 是 一 个 连 
绫 可 微 的 函数 。 
首先 ,让 我 们 求 得 当 全 =2 时 能 保证 (13) 成 立 的 控制 函数 
FA) 的 某 些 必要 条 件 。 由 定理 1, 我 们 注意 到 , 沿 着 形 如 x 十 一 常 
数 和 = 一 二 常数 的 特征 线 , 函数 au 十 32 和 au — du 一 定 分 别 是 
常数 。 利 用 这 个 事实 ,如 图 21. 6 所 示 , 我 们 容易 构造 和 flu. ER 
的 边界 上 的 值 . 如果 我 们 用 形 如 zx 一 := 常数 的 特征 线 连接 点 (1， 
人 和 也 (x,0), 那 么 ;通过 定理 1,w 的 值 可 以 同上 和 e 的 值 相 比 
较 。 于 是 ,我 们 得 到 l 
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oe 一 一 万 (1 -t) + gl S 0S t <1. © (14) 


ü= (1) 


.0 mir, 0S gz) 
u(x. Cr) 


H 21.6 (DP). 的 和 解 的 边界 区 


类 似 地 ,如果 我 们 用 形 如 x 十 :二 常数 的 特征 线 接连 点 O00. 
Q Cr0), 那 乏 ,通过 定理 1 得 到 
, —2?# 040 =F NONO OSS]. (15) 
这 样 ,我 们 得 到 条 件 
Lasn- fA 9}0<r<1 
MO) = AG) = 


Lige DF 一 lt 2 
6) 


注意 到 上 2) 一 0, 我 们 看 到 ,OPDE( 当 微分 方程 )C16) 说 明 At 唯一 
的 是 


uct) =— [Honds an 


按 定理 4; 对 于 入 一 个 ECL], (BP), 最 多 只 有 一 个 解 。 


= 原文 此 处 误 为 MO = FO D + gl 一 站 -一 一 校注 。 
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当 通 过 (17) 决 定 关 而且 数 据 了 和 8 满足 适当 的 条 件 时 ,所 希望 的 
(BP). 的 解 存 在 并 且 满 足 最 优 人 性 准则 ,这 可 以 用 定理 1 RTE BR" 。 
不 过 ,在 证 明之 前 ,让 我 们 一 开始 就 假设 /ECL0,1j 和 gEC'[0， 
1]。 因此 ,由 7) 我 们 看 到 ,wxE 019,2] 的 充分 必要 条 件 是 g00) = 
0. Ti ECH ZHZ DERHA (0) =0 RB (07=0. 其 次 ， 
让 我 们 从 (17) 注 意 到 20) =0, uk, ME ule BF CCR), 
我 们 就 必须 至 少 有 了 ()=0. 类 似 地 ,我 们 必须 要 求 (0) =0. 

于 是 ,通过 定理 1 A). AY Ol 时 ulr) =u, (252) 
= 0 这 种 条 件 的 边界 问题 (BP), AE — A TE eR 


glx —t)—f'(a+n, r-ri] 
azau] iga — z) + fua aj lr 
0, — 2K r EK 
(18) 


(a, 十 ajul Q, imaetiqe2 d9) 
0, 2r ELA. 
微分 算 子 3 十 和 和 3 一 9. Mw GDN AGS N 2 的 
方向 上 的 方向 导数 成 正比 (其 中 i 和 上 j 分 别 地 为 : 和 的 正方 向 上 
的 单位 向 量 ), 因 此 ,如 果 我 们 能 够 证 明 通 过 (18), (19) 定 义 的 函数 
ve Car i) A ERRA — oe (A — 9), (Ca +a HCA +a? 的 
话 , 那 么 ,stayatu 及 zs 也 同样 存在 和 连续 
今 找到 保证 由 (18) 和 (19) 右 边 定义 的 枉 数 属于 CRN 
C' (R) 类 的 数据 了 上 和 8 的 条 件 是 平凡 的 。 这 些 条 件 如 下 
g(0) = 0, fO = (1) = 产 (0) 一 0， 
gl) +f) 一 0， 
ed + #1) = 0. (20) 


rc. 


* 此 处 所 叙述 的 方法 ;用 于 寻找 显 解 不 是 很 实际 的 。 但 它 服务 于 我 们 的 目的 。 
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定义 容许 数据 的 类 2 OF 
A= Fe ECOLE] 且 满 足 等 式 (20)). 如 
时 数据 (Cf,g}) 选 成 容许 的 ; 且 假 设 从 (18) 和 和 (019) 解 出 了 wcr1t), 那 
么 ,我 们 实质 上 已 经 证 明了 : 
1 #2E€CCRINCCR; 
2. u BSa RODER, 的 一 个 解 ; 
3. ulr, 2) =m lx, 206,022. 
另 一 方面 ,容易 看 到 ,对 于 一 般 的 容许 数据 ,不 存在 在 少 于 
个 单位 时 间 内 可 引起 弦 趋 于 停止 状态 的 控制 函数 &. 实际 上 ， me 
说 情况 是 这 样 。 那 么 ,(BP), MEJE { (ot) 0S ar ORS 
SLPS 21. 7) 中 的 特征 线 AB 以 上 恒 等 于 零 。 于 是 ,对 于 三 角形 
BFE 中 的 人 尾 一 (x;t) ,通过 定理 1 我 们 看 到 
HAT + u,€2,t) = gla) + f(x). (21) 
然而 , (21) 的 左边 对 于 三 角形 BEF PAs OST SS, Al, f 
fi A 除 容许 性 外 还 必须 满足 相 容 性 关系 。 这 样 就 证 实 了 我 们 
的 断言 。 


图 21.7 oh MEA. <2 
总 结 我 们 的 结果 ,有 下 述 定理 。 
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定理 5 ”存在 正教 了, 使 得 对 于 满足 条 件 (20) 的 任意 的 数据 了 
€C*(0,i],g€C[0,1].£[0,00) LAB Nie) ak oR 
3h ABP), 有 一 个 解 KE CARIN CUR) CR= (Crt) OX 2 <1 yt 
>O ,对 于 一 知 的 OSS A ule S0.TH2 Rid Hah 
T RMA. ae] Bat a EE 


2 
m=] f S708 z 


0, t™>2 
给 出 ,其 中 


Sted -站 一 Pd Ogs] 


-s-i +fG—D), IL 


注 可 以 证 明 ,适当 选取 一 个 振幅 任意 小 的 周期 性 控制 函数 
Ai, 弦 在 有 限时 间 内 被 振 断 是 有 可 能 的 。 共 振 就 涉及 这 种 现象 。 


练 J 


1. GBA TARR ER AO. he HP RR oH k R 
FLAT BA TETEA m<cs<e ,由 
T= k enl = $5,453, assy 
ERMA OWN RETA HAt LARE ME 
BR tF a BY 
FO ya (Res) Henrik esst 
FE Giese) BF C=. 
2 解 问题 (EBP) ,其 中 C3C}) 用 
a) #0 = ut =0 120 
b uO Gu L = 0,0 
Re. 


H (s) = 


* 原文 此 处 误 为 工 一 cz 一 如 校注 
we SPUR Bis) =u, kes) cee, Ck— e555). 


BE 
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fea OF a) ADO. LEA 了,# 构造 足 上 的 数据 fe ENR rH 0A 


x 一 上 .上 是 偶 函 数 。7,# 的 什么 条 件 保 证 六 和 g 的 适当 的 光滑 性 ? 
对 于 b ,由 [o, 民 ] 上 的 了 ,8 构造 尺 上 的 数据 了/,g; 司 得 它们 关于 x=0 RA 
数 ,而 关于 zx= 工 是 惕 函数 .7 了 ,z 的 什么 条件 保证 地 和 在 这 种 情况 下 的 适当 
Be EE? 
HA Aart FPA. Ra u Se u RE ECR TE 
KAR SESE] PO NGC 有 形式 

ext) = Fir + ct) + Gor — en). 
Batis ER EAR HS Als CSD ERS ROM 
3). 让 明 在 新 坐标 下 , UA Ee 0 的 形式 ,顺便 ;这 论点 也 表明 了 波 
动 方 程 在 zt 平面 的 凸 域 R 中 的 任 一 解 ,可 以 延 拓 成 由 特征 线段 形 或 的 最 小 平 
FAWE PIR. Wat Wb ike. AHA? 
EAER 9 PEAT aR a Se Le eR RE MA 
动态 程 中 的 常数 < 未 必 是 一 个 单位 时 也 可 应 用 ， 
HEI T>? if GFE ARAA e ,使 得 对 于 剑 一 个 容许 数据 ; CBD), 
的 解 对 于 一 切 Ort] RAE elr T) =m ir T) =0, 证 明 上 共有 这 种 性 质 的 
控制 邓 数 不 是 唯一 的 。 
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目的 ”证 明 在 适当 条 件 下 ,一 根 一 端 国定 的 拉 紧 的 柔软 的 艾 ， 
不 管 它 的 初始 偏 移 和 初始 速度 如 何 , 只 车 一 个 适当 的 播 动 作用 施 
加 到 弦 的 另 一 端 上 ,就 可 导致 停止 。 此 外 ,证 明了 存在 一 个 最 小 时 
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Fi] « ZEISS ORT TD AN » SY FG Ph» TT ELSES PB Oe OB AE 
这 个 最 小 时 间 内 停止 下 来 的 最 佳 播 动 策略 明确 地 构造 出 来 了 。 
内 容 上 完全 是 自给 自足 的 ,如 果 放 到 高 等 微 积分 或 应 用 分 析 
课程 中 去 将 很 合适 。 相 当 详细 地 介绍 了 振动 纺 的 线性 化 模型 和 解 
波动 方程 的 个 别 技巧 。 分 析 了 波动 方程 解 的 性 质 以 及 导出 了 几何 
表征 ,这 些 在 振动 踪 的 播 动 问题 中 都 是 有 用 的 ， 

预备 知识 ”对 多 元 微 积分 和 牛顿 定律 在 过 续 介 质 中 的 应 用 有 
所 熟悉 .。 


第 22 章 
冻 土 中 的 热传导 


Gunter H. Meyer” 


1. 问题 的 描述 


在 北冰洋 和 阿拉 斯 加 《Alaska) 的 布鲁克 斯 岭 (Brooks 
Range) 之 间 横 卧 着 北 斯 洛 普 〈Nerth Slope), FERRY. M 
的 冻 原 上 ， 已 经 发 现 了 石油 ， 而 县 预期 在 未 来 的 年 代 里 要 进行 大 
量 的 石油 勒 探 和 开采 活动 。 这 种 活动 的 很 大 部 分 党 要 工程 机 构 
《比如 ， 打 并 机 、 输 油管、 工棚 ， 自 然 ， 还 要 有 道路 和 机 场 ) 的 安 
装 。 

在 北 斯 洛 普 施 工 ， 像 在 北极 与 南极 地 带 一 样 ， 由 于 场地 外 于 
永 冻 状态 而 复杂 难 办 。 除了 几 吕 Ci) 的 活性 表面 层 ， 土壤 中 的 水 
分 永久 地 保持 着 冰冻 深度 可 达 600 ZUR JE, — ERAK aR ot ey [al + 
顶层 都 是 冻 着 的 , 但 是 在 夏 日 里 , 土壤 中 融化 的 冰 平 均 直 来 有 2 一 
3ft 深 。 容易 想象 ， 如 果 位 于 地 下 的 冰 融 化 了 , 那么 旱 于 冻 土 上 的 
人 造 设备 将 会 隐 进 土壤 中 去 。 如 果 设 备 还 发 热 ， 比 如 和 输送 热 狂 的 


æ Department of Mathematics, Georgia Institute of Technology. Atlanta, 
GA 30332. 
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FSI, WA, BREE eR. 

在 国内 外 几 十 年 的 北极 施工 经 验 基 础 上 ， 解 决 方法 已 经 发 展 
为 使 建筑 物 和 道路 年 面 的 硕 是 永 入 冰冻 的 问题 。 一 种 可 能 的 途径 
是 ， 用 某 种 方式 使 建筑 物 和 大 地 也 热 ， 去 肪 止 因 冰 的 融化 所 引起 
的 支承 强度 的 降低 。 这 种 隔 热 通常 采用 蜗 下 基本 方法 :建筑 物 由 
w, BT BL 可 能 还 有 从 造 材料 装配 到 不 同 厚 度 的 各 个 夹层 
中 构成 。 如 果 大 最 的 建筑 材料 容易 运 到 工地 ， 闭 公设 计 的 选择 不 
会 过 分 地 影响 施工 费用 。 然 而 ， 许 多 北 斯 洛 普 工地 离 任 何 建筑 原 
料 的 产地 都 很 这 ,此 和 外; 不 时 用 飞机 送 材 料 到 工地 可 能 是 需要 的 ， 
因为 用 履带 式 车 辆 (当时 可 能 代替 的 主要 运输 方法 ) 横越 冰冻 的 
昔 原 ， 会 撕 碎 太 地 的 保护 层 。 这 种 棱 被 提供 了 盖 种 天 然 的 巾 热 材 
料 和 地 面 的 稳定 化 ， 如 果 它 受到 扰乱 ， 主 壤 就 会 融 华 ， 水 的 径流 
会 冲 出 沟渠 , 这 进一步 妨害 了 植被 。 一 个 不 可 道 的 周期 将 会 开始 ， 
这 会 使 地 面 留 下 永久 的 伤痕 。 

实际 上 ， 如 果 建 筑 材料 不 得 不 运输 太 长 的 距离 ， 那 么 施工 费 
用 将 主要 依赖 于 建筑 物 构 件 的 重 最 。 为 了 寻找 最 绕 济 的 结构 设计 ， 
需要 一 套 方 法 以 判断 给 出 的 宙 计 稻 否 符合 对 它 的 要 求 ; 二 为 建筑 

WEA. RACER SB RON EAk LRE 
Us: 以 免 建筑 物 陷 进 软 土 中 去 。 因此 ， 判 断 方 法 的 主要 组 不 部 分 
ARERR. 

“AOR HGR AE WUBIN SY DE A AA D MMR AA ot IE 
.用 ， 这 已 经 被 利 选 恰 定 关于 北 斯 次 普 的 道路 和 芒 机 跑道 建筑 的 各 
种 可 殿 选 择 的 设计 的 公司 所 采用 ， 我 们 将 相当 详细 地 导出 不 完全 
冻结 的 介质 中 温度 场 的 方程 ， 提 供 一 个 解 它 的 近似 最终 是 数值 
的 ) 方法 ,并 讨论 由 这 模型 得 到 的 某 些 典型 的 结果 各 结论。 这 些 
观点 是 将 模型 用 于 承 压 工程 问题 的 整个 部 分 。 最 后 ， 为 了 满足 数 
学 家 的 好 奇 忆 ， 我 们 将 篇 略 地 讨论 近似 解 对 于 热 文 方程 真实 解 的 
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本 章 写成 以 来 ， 石油 勘探 和 开采 在 北 斯 洛 普 已 经 成 为 家 常 便 
GT. BWA. BE. 巨大 的 输油管 把 热 原油 从 北 
斯 洛 普 运 到 阿拉 斯 加 海湾 。 比 这 里 所 拥 述 的 明显 要 复杂 得 名 的 工 
程 问题 ， 已 经 出 现 并 被 解决 了 。 但 是 ， 一 个 与 在 北极 建筑 有 关 的 
基本 间 题 保持 不 变 :; 怎样 才能 使 人 造 建筑 物 下 面 及 周转 的 冻结 土 
地 保持 终年 冻结 ? 于 是 尽管 我 们 前 模型 与 正在 使 用 的 热 设施 : 例 
SK RR) 比 起 来 ， 较 为 简单 ， 但 是 这 里 基本 的 物理 
论述 仍 是 有 效 的 。 

注解 ”一 些 有 关 北 极 的 背景 材料 和 和 过 到 的 石油 工业 方面 的 问 
题 可 以 在 [1」 一 L3] 中 找到 。 对 于 永 冻 技术 方面 有 兴趣 的 读者 
Al 2 Proceedings, Permafrost International Conference [4]. BAG 
进 的 设计 问题 和 热 模 型 可 在 Lt1] 中 找到 。 


2. 模 æ 


需要 一 个 数学 模型 来 描述 建筑 在 永 冻 状 态 的 分 层 土地 之 上 的 
绪 构 〈 例 如 道路 、 飞 机 跑道 和 建筑 的 地 大 ) 的 内 部 及 其 下 面 的 热 
流 。 比 如 ， 让 我 们 把 兴趣 集中 于 机 上 场 建筑 。 天 然 的 地 面 可 能 由 车 
干 层 亲 冻 的 沙 和 溢 泥 构成 ， 而 人 造 的 沙子 层 、 石 子 屋 ， 也 许 还 有 
像 泡沫 聚 葵 乙 烯 那样 的 绝缘 材料 层 ， 以 及 混 族 土屋 或 沥青 层 ， 按 
预定 的 荷载 分 布 ， 铺 到 了 地 面 上 ， 以 防 冰冻 的 地 面 融化 。 可 以 预 
料 ， 在 夏天 的 时 候 ， 涡 化 的 水 分 将 进 人 人 造 的 顶层 ， 接 着 参与 季 
BEKELE, SORTER HARE, 这 会 太太 地 影响 顶层 的 绝热 
性 质 。 

建立 一 个 在 建筑 物 之 下 热流 的 完全 三 维 模型 是 可 能 的 ,但 是 ， 
最 后 得 到 的 方程 将 十 分 复杂 和 难 解 。 另 一 方面 ， 多 年 的 经 验 使 工 
程 师 们 斌 识 到 ， 建 筑 物 边缘 只 在 4~5ft 的 范围 内 受到 边缘 热效应 
的 必用。 因为 建筑 物 在 每 个 方向 上 可 以 延 舍 30ft 或 更 多 ,所 以 ;在 
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建筑 物 主要 部 分 下 面 的 温度 场 只 与 深度 有 关 。 由 于 这 个 原因 ， 决 
定 忽略 边缘 效应 ,而 把 温度 场 的 模型 作成 只 是 时 间 和 深度 的 函数 ， 
在 这 种 背景 下 ， 建 筑 物 的 地 基 结 果 变 成 为 “无 限 多 ” 层 的 厚 块 。 

必须 强调 ， 这 种 近似 法 以 这 去 的 经 验 为 基础 :假如 从 这 样 的 
简化 模型 出 发 最 后 得 到 的 结果 和 经 验 上 的 不 一 致 ， 这 模型 就 该 改 
进 了 。 保 持 对 这 种 限制 的 认识 ， 把 模型 建立 起 来 ， 在 任何 这 类 研 
究 中 ， 都 是 重要 的 。 

人 们 区 别 出 三 种 不 同 的 热 传 递 模 式 : ES. IES. AR 
据 纱 子粒 面 和 砾石 各 别 的 品级 ， 三 种 模式 确实 都 呈现 在 渗水 的 泥 
土 中 。 不 过 , 实验 已 经 证 明 , 所 有 在 这 样 一 种 介质 中 的 热 的 传递 ， 
都 可 用 单纯 热传导 的 模型 作 充分 的 描述 。 现 在 ， 我 们 将 介绍 这 种 
模型 。 

让 我 们 从 考 虚 没 有 水 分 的 同类 土质 的 单 层 开始 ， 上 比如 说 ， 沙 
子 层 。 屋 的 顶部 认为 暴露 于 大 气 ， 而 底部 呢 ， 权 且 认 为 保持 在 一 
个 国定 温度 上 。 为 了 确定 顶部 和 底部 之 间 的 温度 分 布 ， 可 以 用 公 
式 表 示 一 个 预测 这 单 层 热 流 的 数学 并 型 。 正 如 在 前 面 指出 的 ， 我 
们 将 假设 在 这 晨 中 的 热流 是 由 于 传导 所 致 ， 这 意味 善于 述 三 个 经 
验 法 则 “或 试验 事实 ) 控制 着 这 层 中 的 热流 [5]: 

(1) 热流 朝 着 温度 降低 的 方向 

(2) 在 温度 变化 过 程 中 ， 物体 得 到 的 或 失去 的 热量 与 物体 的 
质量 和 温度 的 变化 成 正比 ; 

(3) 通过 一 个 面 的 热流 率 与 这 个 面 的 面积 和 迁 直 于 这 个 面 的 
温度 梯度 成 正比 ， 
假设 为 控制 体积 的 平均 湿度 , Q 为 它 的 含 热 量 , o 为 它 的 密 
E. 那么 ， 参 照 图 22. 1， 第 二 个 法 则 可 以 表示 为 

AQ = cAupAcA (1) 
比例 常数 c RM RAO EAR: 自然 ,eaz4 为 控制 体积 的 质量 。 第 
三 个 法 刚 称 为 热传导 的 傅立叶 《Fourier) 法 则 。 如 果 我 们 假定 在 
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Fa +P Br BB BY ck A SB RA Pe SE. ABA. ATER 


定时 刻 上 经 过 时 间 间 也 Ae. 通过 面积 A 深度 为 的 沿 z 增加 方向 - 


BRA AQ 可 以 写成 


乱 = 一 44 交 (2.2), | (2) 


maT) 
一 一 


| 冻 土 (神子 】 


Bl 22.1 在 局 部 冻 土 土 ， OBS esa 
其 中 比例 常数 上 称 为 物质 的 传导 率 ,现在 考虑 图 22. 1 中 控制 体积 
的 能 量 平衡 . 流 经 < 十 4x 处 那个 面 的 热 的 总 量 减 去 流 经 在 = 处 那 
个 面 的 热 的 总 量 一 定 等 于 在 时 间 间 由 A 内 热 损 失 的 总 量 ， 妈 


— kA Zee + Art) + kA 2 (x,t) 一 一 cpaaz $. 
假定 像 对 于 现 有 的 系统 一 桩 是 合理 的 ) 温度 随时 间 和 和 空间 光滑 
地 变化 ， 我 们 就 可 以 取 当 Ar, 4—0 时 的 极限 ， 从 而 得 到 在 空间 
种 时 间 中 任 一 点 (zx, D 处 温度 x 的 傅立叶 热传导 方程 


ETERS = pS ca, A (3) 


在 z= 区 处 ,温度 保持 某 个 固定 值 se， 即 
u( Xt) = uy, 《4) 
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在 x= 0 处 的 特征 边界 条 件 , 不 那么 容易 公式 化 , 因为 土地 和 周围 
空气 可 以 有 十 分 不 同 的 齐 度 。 关 于 这 一 点 ， 在 后 面 我 们 还 会 进 一 
些 讨 论 。 这里， 我 们 将 简单 地 假设 土地 顶层 的 温度 是 时 间 的 一 个 
确定 函数 ， 上 比如 说 

| u(O,2) = ace). 

最 后 , 我 们 还 需要 一 个 关于 土地 在 我 们 观察 的 开始 时 刻 to 的 
初始 温度 分 布 。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 将 选择 ==0 并 写成 

u(z,0) = utr), (6) 
mm 的 实际 形式 可 能 因 问 题 而 异 。 

等 式 (3) ~ (6) 定义 了 一 个 适 定 的 初始 边界 值 问题 。 己 经 
知道 ， 它 的 关于 合理 《比如 说 ， 连 续 的 ) 数据 的 解 存 在 ， 而 且 经 
验 已 经 证 明 ， 它 能 非常 好 地 预言 在 均匀 媒质 中 的 刘 度 场 服 从 一 维 
热流 规律 。 自 然 ， 为 了 把 这 模型 用 于 工程 计算 ， 人们 必须 知道 关 
于 这 一 层 的 函数 a G), wo Co) 以 及 物理 常数 上 ¢ 和 Pp， 这 样 的 资 
料 ， 要 么 已 经 ， 要么 很 快 就 能 从 地 质 的 、 气 候 的 和 土壤 的 研究 中 
得 到 。 

”至此 , 我 们 已 经 假设 所 讨论 的 屋 是 均匀 的 和 无 水 分 的 。 现在 ， 
让 我 们 进一步 ， 假 设 这 屋 仍 热 是 均 名 的， 但 合 有 哇 现 水 冰 混 杂 状 
态 的 水 分 。 为 确定 起 见 ， 让 我 们 选取 图 22, 1 中 的 沙子 层 , 但 假定 
在 已 知 时 肇 2, 沙子 在 直线 00 以 上 是 潮 注 的 ,而 在 这 直线 以 下 是 
冻结 的 《自然 ， 这 要 求 e Oy) 32F, ux 32F). 此 刻 把 沙子 看 
HARRAH. MER. FH OD 和 边界 条 件 〈5) 都 是 
成 立 的 ， 其 中 # Ale AYR RL FRE. 冻结 线 以 下 
MAR. Hk. cM 的 值 就 冻结 沙子 的 情况 来 选取 时 ， 方 程 
(3) EÈ. APR, WARE (4) 继续 有 效 。 为 了 计算 将 来 时 刻 
的 温度 分 布 ,我 们 必须 硬 合 所 谓 的 自由 界面 00( 见 图 22. 1) 处 潮 
EM MUA MABE PGE. ARR. 
BEF FAG RA IR FST BB A EIT AH 
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SA CBR 32F), BK 

dow (SCZ) 2) = ag (se) 1) = 32, (7) 
其 中 SW 和 Si RRO TOMER. Ms (0 表示 在 时 刻 
f 时 自由 界面 的 位 置 。 自 然 ， 自 由 界面 随 着 时 间 的 推 欧 会 移动 的 。 
假定 在 时 间 间 隔 Ae 内 , 界面 向 下 运动 了 距离 As, 那么 , 融化 一 块 
冻结 沙子 Ass A 用 去 的 热量 为 

Q = pads + A, 

其 中 ps 为 冻结 沙子 的 密度 ， 而 4 URE I. BRT 
项 的 热量 ， 又 由 从 潮湿 沙子 流出 的 热 通 量 减 去 传导 进 冰 洲 沙子 的 
热 损失 提供 。 因 此 


Aks; 3 一 ksw = = psra =A. 
4 2 0， 我 们 找到 了 第 二 个 自 让 办 看 条 人 为 
hs SE 一 how LY 一 pàs C). (8) 


aT BSR GSS SU She RRA 我 们 需要 间 时 求 出 
s (O 上 面 和 下 面 能 成 立 的 两 个 热 方程 服从 已 知 边界 和 界面 条 件 的 
解 {esws wa. s Ce}. 

对 我 们 模型 的 讨论 尚 不 完全 。 我 们 心目 中 的 结构 由 均匀 的 但 
不 相同 的 若 于 层 组 成 ， 这 些 层 可 以 依次 建立 在 层 状 土壤 上 。 对 于 
每 一 个 均匀 层 ， 上 面 的 推导 都 适用 。 在 两 层 之 间 的 边界 ， 我 们 将 
假定 为 理想 的 温 诬 连接 ,以 致 在 这 里 温度 和 热 通 量 都 是 连续 的 。 例 
i. 如 果 在 深度 z 一 zhi 处 ,一 个 界 杆 出 现在 钞 子 层 和 在 下 面 的 石子 
EZA. IRA. 


lim(u(a, + Et) — ulr, — €t) =0, 
E0 


. du Jti 
lim[k, 3r Tt + Et) — kÀ, PEZ £,29}= 0, 


其 中 记号 ; 和 站 表 示 沙 子 和 厂子。 注意 ,传导 率 六 Me MAS 


377 


沙子 和 石子 在 位 置 x 处 是 否 潮 湿 或 冻结 有 关 。 

让 我 们 总 结 一 下 在 层 状 介质 中 热传导 的 数学 模型 的 方程 我 
们 将 假定 总 共 M 个 固定 的 不 相同 的 层 , 在 那里 存在 从 深度 x. — 
直到 * 的 第 ; 层 。 热量 参数 如 下 所 述 ， 

Ri GE) 冻结 (潮湿) 时 第 i 层 的 热 导 率 ; 

e 第 i 层 的 密度 (假定 对 潮湿 和 冻结 的 土质 相同 一 一 不 是 一 
个 重要 的 限制 ); 

df (er) RA (潮湿 ) 时 第 ; 朗 的 热 容量 ， 

A Bi BAAR. 
Fi BY AE SR Hh Be 

u (ri 在 上 处 上 时 刻 的 温度 

5 (1) KIAMA A. 
YE ABH An RE. BTE 

e@) ME Ghat 2=0 处 ) 的 表面 温度 ， 
ux 最 后 一 层 底部 《也 就 是 x 一 xw 处 ) 的 不 变温 度 ， 总 是 低 
于 冰点 。 “ l 

w 开始 计算 时 各 层 的 温度 分 布 。 
借助 于 以 上 所 述 租 记号 ， 层 状 介质 中 的 温度 分 布 ， Ay ay PB h 
边界 问题 : 


Fu ‘att oo 
| | `, aS ~ an aTh (9a) 
和 在 表 南 的 边界 条 件 
uO) 一 ft . cob) 
在 国定 的 界面 上 的 热流 条 件 
lim[wulx; — e,t) — ula, #80) = 0, (9c) 
lim[ A] — C2, — et) — khula + eH] = 6, (od) 
ca: ax . 


VA BE BBL FF 


378 


HUCK) = ux i (9e) 

所 确定 ， 其 中 如 果 泥 土 是 潮湿 的 (zE 0.5 O., MrHw, HA 

果 泥 土 是 床 结 的 Cre G e x), 则 ?一 fos &) 的 位 置 由 自 
由 界面 条 件 

limu (s(e) + Et) =limu et — et) = = 32 (of) 


. oe ds 
lim Le; w Sin + 58) e? 2H (sf € D] = “esas de (9g) 


Hie. 其 中 j AAAs O 于 的 标号， 最 后 ， 在 开始 计算 时 《〈 比 
如 说 上 一 0) 的 初始 温度 假设 为 


uta.) = ukr). | . (gh) 
ulr) = 32 处 的 点 m Æ A BPM. Ble 
> $CO} = 55, C91) 


我 们 总 假定 so 由 uo 《x) 唯一 地 确定 。 布 过 ， 这 例 是 真 的 ， 当 系 统 
随时 间 演 恋 ，m Co) Also 对 于 解 fe (xr, D, s CO} 的 影响 迅速 
地 缩小 。 

初 看 起 来 ， 方 程 (9) 显得 可 怕 ; 然而 ， 在 一 些 规则 性 方面 稍 
作 努 力 ， 将 变 得 明白 。 在 建筑 物 下 面 选取 一 个 具有 坐标 《深度 ) x 
的 点 ,这 个 点 将 藩 进 基 一 个 特定 的 材料 朗 中 ， 比 如 说 , 第 i 层 {可 
能 是 石子 、 土 ; 或 诺 如 此 类 的 其 他 材料 )。 这 个 点 在 时 刻 t 的 温度 
Au z, t). CHREAN ERREAL F. WME u CG, t) 
>32, 那么 , 在 这 点 的 水 分 就 是 水 , 而 热量 参数 用 ?一 zw 表明 .如 
Bu Ce, t) <32°, BA. KP RMAK., 而 热量 参数 用 7 二 了 表 
明 。 潮 湿 材 料 和 冰冻 材料 之 间 的 分 界线 位 于 深度 为 s (1) 的 地 方 ， 
它 落 进 某 一 层 , 比如 说 第 j 层 。 这 条 线 的 运动 可 以 用 (9g) 式 表示 ， 
HARE MAM 层 的 温度 & G. 1) 所 确定 。- 

今天 通常 称 问题 (Ga) ~ OD RAT REE (Stefan) 问题 ， 
以 纪念 奥地利 的 物理 学 家 ]，Stefen (1835—1893). 他 用 这 种 模型 
研究 了 水 一 水 系统 。 热 而 ， 这 种 类 型 的 问题 在 各 种 各 样 的 应 用 中 
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非常 频繁 地 出 现 ， 并 不 只 是 在 具有 相 变 化 的 热 竺 导 中 。 它 们 出 现 
在 化 学 反应 、 生物 的 扩散 、 烙 弹性 的 扩散 和 恒 妃 演化 中 5 。 在 下 
一 节 的 进一步 叙述 中 ， 特 别 是 解 的 算法 。 可 以 容易 地 经 过 变形 而 
为 许多 问题 提供 相似 的 数学 结构 。 


3. 解 的 一 个 算法 


在 工业 界 中 ， 数 学 模型 的 公式 化 和 解法 (或 是 精确 的 ， 或 是 
数值 的 ) 的 选择 都 具有 头等 重要 性 。 因 为 必须 遵从 物理 定律 ， 通 
常 , 除了 标准 的 线性 化 假定 外 ; 模型 公式 化 时 很 少 有 选择 余地 ， 另 
一 方面 ; -如果 最 后 的 力 程 没有 一 个 容易 神 基 的 精 才 和 解 ， 帮 么 ， 关 
于 它们 的 近似 解法 在 数学 上 就 有 较 大 的 自由 ; 戎 有 随时 间 变 化 的 
表面 温度 a (2) 的 整个 界面 问题 (9) ,很 难 导 致 用 格林 (Green) 和 
WPS (Neumann) PE LT SSS AY ZAR. 它们 通常 只 用 于 初等 计 
算 ， 因此 ， 信 们 一 般 借助 于 数 信 解 法 。 下 述 的 计算 法， 已 经 证 明 
是 有 效 的 。 

首先 ， 使 用 所 谓 的 直线 法 ， 它 是 用 二 类 常 微 分 方程 的 边界 值 
问题 来 代替 热 方程 的 。 例如; 假定 我 们 要 和 解 时 间 区 间 CO, T] 上 
的 冻结 -融化 问题 ， 设 N>> 0 为 整数 ， 且 定义 一 个 区 间 [0; T] 上 
的 分 制 0Sa euT) AP AH /N. Lond. 用 后 
向 差 商 代替 在 :一 5 A A xx ATE AE SD. B 


“(r,t — uT, t) a eal) —#,-\(2) © 
AB At i 


Uh Taty) a 


$C) — s€t,_ Da s, Suns 
At ae ` 


5Ci,) = 


其 中 Co) F s, METERAN =t 时 的 解 。 因 此 ， 在 每 个 时 刻 


《9》 可 以 用 下 述 的 常 微分 方程 的 自由 界面 问题 近似 。 
dže, 
de? . 


AY (ua, 一 Mery, — 4,02) ] = 0, Ce) A (10) 
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u,(0) = alnar) & @, {11) 

lim [urn C; +e) —4,¢2,-e)]=0 
n= lpn, N, = l, M (12) 

lim Cun Ce — €) — Ay a,x; + eJ=0 3) 
u,(X) = ux (14) 

limes, Cs 十 E) = limu, (Sq — e) = 32 (15) 


A;0; et e 一 lim[ Riu, (s, + E) — urs, — 61 = 0. (16) 


其 中 仍 有 ,如果 之 32， s WY y= we AR tay < 32H =P. HF a(x) 
和 都 是 已 知 的 , 因此 这 些 问题 对 于 n=l, 2, 等 等 , ATRAE u 
HRH se 党 定 依次 被 解决 。 

， 用 常 微 分 方程 的 术语 来 说 ， 方程 组 (10) .~ Gs) MET 
个 界面 问题 , EAA 好 一 + 个 (内 部 的 } BER. 以 及 一 个 冰 结 
.融化 等 温 线 位置 上 的 自由 界 商 。 一 般 说 来 ， 线 性 方程 的 固定 界面 
问题 还 算 容 易 求解 ， 然 而 ， 自 由 界面 问题 则 不 ， 因 为 由 于 出 现 了 
未 知 界面 ， 它 不 理 是 线性 的 了 。 这 里 提出 的 解法 是 以 转化 为 初始 
值 问题 为 基础 的 。 为 使 这 些 概念 明确 起 见 ， 暂 时 先 考虑 简单 的 两 
点 边 值 问题 


w = Aut Av t+ Flr) ut) =a 
v = Cu + Do + Gle), aX) = 6 
其 中 下 上 各 避 假设 为 连续 的 。 
求解 (17) 的 一 种 可 能 的 方法 是 假设 一 个 初始 条 件 (0) = 
"， 而 且 在 Co, X] 内 对 x Ale 积分 微分 方程 . 因为 (17) 是 一 个 
非 齐 次 线性 方程 组 ， 所 以 ， 这 种 积分 总 可 以 求 得 。 事 实 上 ， ma 
可 以 写成 | | 


“an 


ulr) = ple) + piir) + 
ukr) = rr + pir). 


38] 


RP eM 根据 常数 变易 法 确定 。 如 果 利 用 第 二 个 方程 消去 第 一 
方程 中 的 ~， 那么 , 我们 看 到 , 与 初始 条 件 - 无 关 , 函数 上 和 ~” 通 
tt Riccati W$ 

u(x) = UCr)ula) 十 wir) (18> 
HEKRA. BRU Aw 可 以 不 通过 常数 变易 法 而 直接 计算 。 由 于 
af0) = a 与 我 们 对 于 * 的 取 法 无 关 , 因此 U0) = 0,w(0) = 2. 为 
了 满足 x OO =b, HIAR 

b= UK U(X) + wX) 
即 
b — w(X) 
UX) 
RFU Hw 的 定义 方程 , 可 以 由 常数 变易 法 得 到 , 这 在 [3] 中 有 
非常 详细 的 报 述 。 在 这 里 我 们 将 仅仅 验证 适当 的 方程 的 正确 性 。 
HU Aw 


“u(X} = (19) 


， U = B + AU — DU — CU’) = 0 €20a) 
w = [A — CUCx) Jw — UG + Flr) etd) = 0. 
(20b) 


的 解 。 这 是 两 个 初 值 问题 ， 它们 至 少 在 初始 点 zx 一 0 的 邻 域内 可 
fk. BGE (U, w} 在 [0 X] 内 存在 。 设 ”由 OD 给 出 ， 即 
< b—wlX) 

TUX) 
Riku 为 线性 方程 
v = (CU Gr) + Diu + Cwl) + Gruv =v (21) 
在 Co, X] EAH. HRA, wa 
feCX) = U(X vcr) t wlr)svizr)} (22) 
是 (17) 的 解 。 事 实 上 ， 我 们 看 到 
ato) = UCONO) + w(0) = w) =a, 
u(X) = UCX)e + wX) =è 
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MA v =CutDutG (x); 此 外 
u! =Ule + Uv + w = [B + AU — DU — CU’ jv 
十 ELCE + Dje + UCw + UG + Aw — UCw — UG +F 
=A{Uv + w) + Bv + F = Au + But Fiz). 
方程 (20) ~ (22) 通常 称 为 边 值 问题 《17) 的 不 变 炭 人 方程 . 其 
次 ， 假 定 固定 界面 在 z 一 上 处 出 现 。 让 我 们 把 间 题 写成 
w = Au, + Bo, + Fila), 
v; = Cu, + Dw, + Gtx), 
uit0) = a, (X) = 6,u,(L) = w (Lh), 
bu, CL) = kyu, CL) (24) 
其 中 下 标 1 ECOL] 中 的 解 {a we.) ,而 2 aL. XX) 中 的 解 。 
我 们 已 经 看 到 ,在 每 一 个 子 区 间 上 , 和 解 都 可 以 用 (22) 表示 ， 
其 中 心 和 wi 由 微分 方程 (20a》 和 《20b) 给 出 , iw 由 (19) 给 
出 ， 所 有 的 函数 专属 的 下 标 ， 对 于 区 间 CO. 2] 用 1 而 对 于 L, 
X] 用 2， BRRPKPU, UC. w, CL) Mv, CL) 的 初 值 。 由 
固定 界面 条 件 得 到 
UI) + wh) = UCL), tL) + wa CELS 
ku CL) = kyo (LY. 
然而 ， 我 们 还 不 知道 m CLs 因此 , 从 这 两 个 方程 必须 解 出 Us 二) 
和 twz()， 使 得 上 面 的 关系 对 于 任意 的 w CL) 成 立 。 
注意 到 ， 如 果 我 们 置 


EPE) = U, CL) golL = w (L) vn (L) = pal), * 


(25) 
AKA. peer 
{a Cr) =U Cru Cr) + w Cr) 0, C2} 


* 原文 此 处 多 一 个 "ost = ("一 一 较 往 
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和 itelt) = U, Crul) 十 wlr} 
将 解决 固定 界面 问题 。 | 
最 后 ， 我 们 假设 边界 =X 不 是 固定 而 是 自由 的 , 即 未 定 的 ， 
当然 还 要 指定 v(X) 的 条 件 。 说 得 更 明确 些 ， 让 我 们 假定 ,希望 
BA 
#, (0) = as LEL) = Woh Kn C = &u CL), 
tks) = fls) vsts) = gO) 
AAR (23), Rs 表示 自由 边界 的 (未 知 ) 位 置 , 而 了 和 g* 
是 [L，~」]」 中 的 已 知 画 数 。 像 以 前 概述 的 那样 ， 在 [0, L] 和 
[ZL，s] 中 ， 我 们 可 用 表达 式 
a (2) =U, Cru Cr) + wir) 
(x) = Ur) vr) + wir) 
APU, A wo i=1, 2 为 已 知 函数 ， 而 vz， 自然 包括 v,， 只 有 在 
s 已 知 时 才能 决定 。 不 过 ， FE s 处 的 边界 条 人 性 要 求 ， 选择 得 能 使 
fs) = U Og G) + wef). 
FRE BRK o a Udg) + wir) 一 fir). 因为 Us 和 
wz 在 LL, œ] 中 假定 为 已 知 (或 可 计算 ) 的 , 所 以 我 们 只 要 求 出 
9 (zx) 二 0 ARs. 如 果 这 样 一 个 ; 能 够 求 得 , 那么 ， 对 于 i 二 2, BR 
定 v (ts) =g 6), FER MME) [区 ;sj」 上 上 积分 CD. HEAT 
得 到 整个 的 解 (us uj i= 1, 2, Bv WA CL) = kw lLk 
这 个 条 件 在 CO, L] 上 继续 积分 。 为 了 易于 引用 , 我们 称 UU 和 w 
的 积分 为 “前 掠 ”， Clorward sweep)， 称 的 积分 为 “后 掠 ”(baek- 
ward sweep). 因此 , 通过 完成 前 掠 , 确定 自由 边界 和 求 得 后 掠 , B 
由 边界 问题 就 可 得 解 。 这 种 方法 现 将 适合 于 关于 层 状 土质 的 斯 趟 
ely Aa. 
从 初始 数据 (r0 = ay (2) 和 5st0) = 5, AF. 我 们 将 一 次 一 


(26) 


~ AXA Bee. 一 一 校注 
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DHE GEE DRAHE. RF RAE EEA ta- R A SR 
ss ERTA] 5 a DD Ar ECAA MÆR e Als. 为 了 便于 
标志 ， 我 们 删 去 表示 时 间 的 下 标 %， 而 引入 下 标 i ERS i OE 
YA 2) 的 温度 。 此 外 , 有 时 明确 地 指明 温度 是 否 在 冰点 以 上 或 以 
下 将 是 有 用 的 。 我 们 将 这 样 做 : 上 标 z MTE. Lin fA 
t. lbi Akit. 界面 条 件 (15) (在 t= 时 } 可 以 写成 
. uis) = u(s) = 32. 

(读者 要 小 心 区 分 Riccati AER eh HH BAY RY we, (2) 和 用 来 表示 测 
湿 状 态 的 上 标 ww.) - 

为 了 把 问题 (10) ~ (16) 换 成 类 个 于 〈17) 的 形式 ， 我们 
选取 等 价 的 一 阶 方程 组 


HW = U; (27) 
， ePi 
v = pa 一 tty) (0) | = Flu, 一 ty Ce) | (28) 
ERE 10), EP cle /k At B i=l, =, M. 
HEAMANA 
u (0) = a(ndr) 


ti; (x,) = M44 (x; 


= 1,2,:",¢M — l, 29 
Rea; = Hava) (28) 
ity CX) = ty. 
比 外， 我们 有 自由 界面 条 件 
uft) = uy (s) = 32 Gz)” 


Hofls) — proy (3) = aya TE 


其 中 i 是 在 :一 时 :所属 的 层 数 。 
上 面 提出 的 解法 要 点 正好 适合 于 这 样 的 问题 ， 现 在 假定 


(33) 


« 原文 公式 编号 跳 过 了 (30) AGD. — 译注 
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a(nAt) => 32 以 豆 出 现 水 的 状态 。 那么 , 我 们 求 得 前 掠 。 FET 
通过 Riccati 变换 
ur = Uap + wr) (34) 


说 明了 a? Al vi 的 关系 ， 其 中 U; 和 w; 由 初 值 问题 
uy = 1 — 了 ‘CCO) = 0,054, ay) = sie (35) 
= RU Co) 一 加 -以 二 )]， 
w xX) — ueir) ] (36) 


wy (0) = alndz) te; tr) = te, Ca) 
相继 求 得 . 类 似 地 , 关于 冰 闵 状态 的 解 x{ 和 过 ,通过 Riccati 变换 
= RD vf + z; (37) 
而 相互 联系 ， 其 中 六 和 =#* 由 前 掠 


R; = 1 — PR? RyCX) = 0,R, Ced = 


RE R Cr 
HRT (38) 


一 一 WR Core, — nir), 

O00 一 thy 2) (24). sx) 
确定 .+ 注意 到 ， 这 前 掠 把 我 们 从 地 平 线 下 义 处 的 地 层 一 直 带 到 地 
表层 ， 以 便 这 些 方程 沿 二 成 小 的 方向 积分 ) 。 现 在 ， 剩 下 的 事 是 去 
找 自由 界面 。 如 果 在 第 ; 层 的 某 一 点 z 处 ， 商 种 状态 的 温度 等 于 
32， 那 么 ， 相 应 的 梯度 wv 从 GO 和 537) 求 得 ， 它 们 是 
32 — wlr) 32 一 2,Cr) 

ux) Ryle) 

如 果 把 这 表达 式 代 入 界面 条 件 6330", RIER. s 必定 是 函数 
“在 第 ve 

Ray) BOGS bee 


. 
PA Uz) 


一 人 7 | l | (40) 


(39) 


vx) = 


ue 一 


— 22> 32 一 wa). £ — Sn] 


* ROR AG, = 1 — pU, 


校注 
** 原文 此 处 误 为 23)。 一 一 校注 . 
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的 根 。 一 县 找到 了 这 样 的 根 ， 我 们 便 能 通过 积分 ‘在 Co, s] 上 向 
后 ) 


= GU (adv, + 9 Lw, fa) 一 tin (©) ], 076s) — 3 coe 
| (41) — 
ALPS CE (se en) 上 向 前 ) 
vf = oe + flea) — a ], 
_ — zís) 
do = RG (42) 


来 结束 后 掠 了 。 层 状 土质 中 的 整个 的 温度 分 布 由 

u(r) = Uau Cr) wr) rE [LT 

ulr) = R(x) (2) 十 二 (zz E bey alae >s, 
.如 果 a Cede) 过 32， 那么 不 会 出 现 水 的 状态 。 在 这 种 情况 下 ， 
我 们 无 需 用 含有 U0U; A w 的 前 掠 以 及 (40)“ 中 的 函数 ; 代 之 以 通 
过 计算 R 各 求 得 关于 冰 状 态 的 前 掠 ,在 表面 + 一 0 处 温度 w CO) 
= anA). 因此 ， 由 Riccati 变换 《37) 看 来 ， PAR of (0) 必须 选 
择 得 使 

` alat) = ROJO 十 2, (0) 
即 
atnAt) — z,(0) 
i : R (0) 
GMA oi 和 * 一 0 是 用 于 通过 积分 (42) 来 结束 后 掠 的 。 
总 之 ， 对 于 层 状 土壤 中 具有 状态 变化 的 自由 界面 的 传 热 问题 

D: 我 人 有 了 一 个 意义 明确 的 分 析 求 解 算法 。 我 们 还 必须 说 明 这 
个 仅 在 形式 上 表示 出 来 的 算法 是 实际 地 能 应 用 的 。 于 是 ， 我 们 需 


zf (0) = 


* EXER (38). —— RE 


387 


要 证 明 an ian {uni (ads sei)» 能 用 这 个 算法 实际 
地 计算 {is 

Sei LATA ERTERHFHAM katy Subs RTE 
面 的 一 些 方程 的 三 个 性 质 ， 即 Riccati 方程 GD 和 《38) 有 有 界 
解 ， 以 及 函数 方程 40) 有 一 个 根 . 如 果 这 情况 是 确定 的 . 那么 
所 有 其 他 方程 , 因为 都 基线 性 常 微分 方程 , 所 以 有 和 解 。 关 于 Riccati 
方程 的 存在 问题 容易 和 解决。 我们 从 35) 看 到 ,U490) 一 0 以 及 
U, (0) =1, 并且 每 当 U (x) =0 BAU, (zx) =1. 因此, 在 


[0, 2] 上 Uo. X. m USN 17a WU RETE 


(0. 2] EUSINA. MORE U ERR 
于 5 一 3，…， 好 一 个 类 似 的 论证 表明 ， 在 [0，X] 上 一 ee 
ARA, 

FE FADS HK (40) 零点 的 存在 问题 。 因 为 表面 
温度 低 于 冰点 时 , 这 冰 数 并 不 开始 起 作用 , 我 们 可 假定 a Gide) > 
32。 从 (35) 全 和 (40) 可 以 得 出 tim 1U, (2) =0+, lime (a) = 


,类似 地 有 lim D kz) 一 一 co ， 且 与 5 ,可 能 的 位 置 无 


关 。 如 果 @ 是 连续 的 ， 那么 这 同 题 本 身 将 得 到 解雇 。 因为 2; Al w,; 
在 固定 界面 连续 ， PAR RU ai Cep SAU; Cop 和 R Rj Cra) 
=k Rly), 我们 看 到 ,《40) 的 头 两 项 是 连续 的 。 但 是 ， 最 后 
一 项 因为 一 般 来 说 48 天 up 所 以 在 界 开 上 会 出 现 跳 财 , 按 概 
念 的 观点 , 这 种 情况 不 会 导致 任何 困难 .我 们 将 单纯 地 从 xz 一 0 起 
追 踩 及 《z)， 直 到 它 取 等 或 负 时 为 止 ; 如 果 把 更 取 成 在 界面 上 左 


* 原文 此 处 误 为 “ (38)"，-- 一 校 证 
e 原文 此 处 误 为 “ (IB. — BEE 
eee 原文 此 处 误 为 aay 一 校注 
zase 原文 此 处 误 为 “ — Bete 
ssas E eh “jon, negativ”. 一 一 校 证 
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连续 ， 这 样 的 点 是 意义 明确 的 。 

因此 ， 总 的 说 来 ， 由 于 在 每 一 个 层次 上 所 有 方程 都 有 解 ， 所 
以 上 面 的 算法 对 于 计算 自由 界面 问题 (4) 的 解 {4， s) 是 一 种 可 
行 的 数学 方法 。 . 

这 个 问题 有 两 个 重要 方面 还 待 研 究 。 首 先 其 中 之 一 与 工业 场 
全 有关。 人 们 怎样 用 上 面 的 方法 求 得 有 效 的 也 就 是 数值 的 ) 解 
管 ? BR, 这 一 方法 已 表示 成 为 常 微分 方程 的 初 值 问 题 了 。 因 此 ， 
关于 它们 的 积分 方法 必须 研究 。 另 外 ， 必 须 求 非 线性 〈 也 许 还 不 
连续 的 ) 函数 的 零点 。 这 个 问题 也 需要 某 些 说 明 。 我 们 将 在 下 面 
相当 详细 地 讨论 用 上 面前 方法 如 何 求 得 数值 解 。 第 二 方面 与 计算 
出 的 符 案 收敛 于 连续 问题 的 解 有 关 。 一 般 地 ， 数 学 家 对 这 点 会 有 
兴趣 , 我 们 将 在 最 后 一 节 讨 论 ; 非 数学 家 通常 像 下 面 说 明 的 那样 ， 
根据 计算 结果 判定 收敛 性 。 

前 掠 和 后 掠 方程 的 数值 解 ， 可 以 十 分 简单 地 得 到 。 因 为 用 一 
个 能 精确 近似 的 简单 后 向 差 商 去 代 百 连续 的 斯 不 藩 问题， 近似 的 
截断 误差 为 o。 tA)， 对 于 这 特定 变量 ,使 用 一 个 二 次 积分 仪 看 来 
是 极 适当 的 。 此 外 ， 一 般 地 可 以 说 ， 隐 式 积分 方法 比 起 显 式 方法 
呈现 更 好 的 稳定 性 。 隐 式 方法 之 所 以 不 再 采用 ， 是 由 于 一 个 方程 
必须 把 未 知 量 解 出 来 。 如 果 方 程 是 非 线性 的 ， 那 么 这 个 问题 就 复 
杂 了 。 幸 亏 ， 如 果 用 梯形 法 则 以 求 得 前 掠 和 后 掠 ， 那 么 ， 这 种 困 
难 不 至 于 发 生 。 现 在 让 我 们 追踪 一 下 梯形 法 旭 怎 样 应 用 于 现 有 方 
程 . AWARE. 很 定 我 们 需要 求 [0,z,] LMU) 和 ww,(x). 我 
们 定义 [0， a, J 的 一 个 分 划 ostar daa) IPB Az, 
salma", Joli ces M. ABA, 在 网 格 点 上 的 5 和 wi 可 从 梯 
形 公式 

U Cri = Ue") 十 le — ete) + Uae), 


U (2 =0 
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we (a7) = wy Ca) + lie WU Cx") Cie (07) tty CD) 


— RUC) ae, Ca) + Ca), 
w, (2°) = a(ndr) g 
FARE K—-TPABROIKA, BMT HAURA A AA 
未 知 量 U (i); —BU, (2) 知道 了 ， 第 二 个 方程 关于 w i) 
是 线性 的 , 于 是 解 出 它 是 毫 无 困难 的 。 类 似 的 说 法 也 适用 了 于 R 和 
5%， 用 这 种 方法 ， 可 以 算出 分 布 于 整个 区 疝 L0，X] 上 的 离散 的 
网 格 点 的 Us, wis R; 和 之. 

只 可 知道 了 在 整个 区 间 [0 X] 的 网 格 点 上 的 Ui, Rj wi 和 
zp 多 在 网 格 点 上 的 值 便 知道 了 。 AT RES) =0 的 自由 界面 ， 
我 们 可 以 简单 地 计算 函数 在 每 一 个 网 格 点 上 的 值 ， 并 在 首次 使 
Birt) e Piti) 和 人 0 的 两 个 网 格 点 之 间 ， 用 线性 内 搬 的 方法 安置 
s 一 般 说 来 , * 不 会 和 分 划 的 网 格 点 重合 。 有 既然 这 样 ， 就 存在 不 局 
的 选择 方案 ， 或 者 把 * MBAR BA. MU, G) w 6), RG) 
Wa 人) 用 梯形 法 则 算出 ， 或 者 把 * PARRA RA. JA 
一 个 方法 十 分 简单 并 被 证 明 满 足 要 求 . 最 后 , 在 * 的 位 置 被 固定 以 
后 ,把 梯形 法 则 用 于 积分 六 和 vw 然后 把 vw? 和 wi 用 于 确定 时 刻 
t=ndt 在 O, X] 上 的 整个 温度 分 布 un 

注解 ”前 、 后 掠 方 法 通常 称 为 不 变 幅 入 方法 。 这 种 初 值 同 题 
解法 的 详尽 讨论 可 在 8] 中 找到 。 


4. 应 用 


上 面 的 模型 和 数值 解法 ， 曾 用 于 评价 永久 冻 土 上 机 场 跑道 的 
各 种 可 供 选 择 的 设计 ， 模 型 被 认为 是 可 用 的 ， 因 为 热 边 缘 效 应 看 
来 好 像 不 会 扩大 到 离 跑道 边缘 超过 4~ 5h 的 地 方 ， 因此， 在 建筑 
物 的 承载 部 分 下 面 的 热流 本 质 上 是 一 维 的 。 
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因为 某 些 不 确定 性 存在 于 进行 计算 时 所 必需 的 数据 中 ,所 以 ， 
一 切 参 数 须 在 相当 大 的 范围 上 变动 , 这 需要 大 量 的 计算 。 幸 好, 现 
有 的 设备 和 计算 机 计算 的 速度 使 得 能 够 有 效 地 利用 计算 机 图 形 
法 。 计 算 结 果 随 着 计算 直接 地 在 电视 荧光 屏 上 (而 不 是 在 一 大 堆 
纸 上 ) 显示 出 来 。 两 张 根据 电视 照片 重新 画 出 的 图 表 ， 表 明了 在 
永久 冻 士 上 人 造 的 四 层 结构 中 ， 当 输入 两 种 不 同 温度 时 的 典型 结 
R a : : ` 

广泛 的 实验 表明 了 所 得 结果 是 以 季节 性 为 周期 的 ， 而 在 很 大 
的 时 间 间 隔 (E 40 年 ) 里 没有 长 期 积累 作用 。 央 此 只 显示 出 一 
个 循环 。 从 四 月 开始 算 起 直到 表面 温度 达到 冰点 时 为 止 。 自然 , 我 
们 所 关心 的 主要 的 量 是 最 大 融化 深度 : 既然 那 时 融化 深度 总 是 已 
经 开始 下 降 ， 所 以 此 时 《 介 于 10 月 初 和 10 月 中 旬 之 间 ) 终止 了 
计算 。 

图 22. 2 表示 了 作为 时 间 的 函数 的 表面 温度 “ (:) 的 曲线 (时 
Mae AEM. WERT A, ASSO, URW eA 
TH. AF. RUUD REE ZS ASE Wy et LAH E AK RS HOE 
士 上 的 石子 结构 的 融化 深度 (O 的 曲线 。 正如 所 看 到 的 那样 对 
于 图 表 右 边 显示 出 的 热 参数 ， 界 面 * O 并 没有 深入 到 土 中 去 。 

图 22. 3 表示 了 当 夏 天 温度 增加 10F 的 情况 下 的 同样 的 系 
统 。 这 时 ,界面 被 看 成 进 到 了 在 绝热 材料 下 面 含水 分 的 石子 处 ; 不 
过 ， 永 久 冻 土 仍然 逃脱 了 夏 日 里 的 融化 。 由 于 算法 迅速 ， 所 以 对 
a 输入 的 许多 其 他 温度 作 了 试验 . 因为 土 的 表面 温度 的 易 变性 ， 
所 以 这 种 试验 是 重要 的 。 已 经 发 现 ， 土 的 年 平均 温度 比 相 应 的 陆 
空 的 温度 高 好 几 度 。 然 而 ， 逐 日 的 记录 ( 且 前 还 没有 ) 对 于 这 个 
模型 仍 是 需要 的 。 一 个 尝试 已 经 使 得 计 人 具有 形式 


% (0 = hult) — a(t) 
a 


温度 (下 》 


§ 
Lad 
4 
层次 。 ”材料 厚度 
1 柏油 0.5 
2 石子 0.5 
3 Sh 0.2 
4 石子 0.5 
5 + 200. 0 
传导 率 
BK ik 水 
1 20. 00 20. 00 
2 75.00 50, 00 
3 1.20 1. 20 
4 75.00 50. 00 
5 60.00 40. 00 


AG 1 2 3 4 5 ê 


HE 一 生日 一 13.3 一 ?7.7 86 25.9 39.1 47.5 45.2 36.0 22.4 


7 


上 
0. 00 
1. 00 
Q- G0 
1. 60 
1.00 


& 


9 


0. 20 
0. 35 
0, 20 
0. 35 
Gg. 60 
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HEF) 


# 
1 20. 00 20. Qe) 0. 00 0. 20 
2 75. 00 50. 00 1. 00 0. 35 
3 1.20 1. 20 a. OO Q. 20 
4 7% 00 > 50. 00 1. 00 0. 35 
5 60. 00 49- 00 1. 00 0. 59 


AS 1 2 3 4 5 fi T & 9 11 12 
WH —9.9-13.3 一 ?7 83 36.0 500 57.5 55.0 46.0 65 -L7 


图 22.4 LH LBA TS BE PF ARE 
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的 对 流 的 表面 牛顿 冷却 ， 其 中 传 热 系数 根据 雪 的 覆盖 层 和 风 的 
速度 来 调节 。 依 然 ， 由 于 可 万 的 数据 不 足 ， 因 此 ， 计 算 结果 只 起 
着 表示 趋势 的 作用 ， 而 不 是 确切 的 值 。 
在 进行 这 些 计算 时 ， 时 间 和 空 : 间 的 步 长 对 于 计算 答案 的 影响 
被 探讨 过 。 通 常 认为 ， 这 里 讨论 的 隐 式 近似 是 稳定 的 ， 因 此 ， 
肯 拒 网 限 选 得 充分 小 使 得 对 于 进一步 加 细 的 网 眼 ， 计 算 机 的 答案 
变化 很 小 : 但是， 为 了 想 加 速 计算 ， 又 要 把 网 眼 选 得 充分 大 。 通 
常 ， 实 肛 经 验 将 指出 最 佳 的 网 眼 大 小 。 

注解 ”对 于 参数 进一步 详细 研究 有 兴趣 的 读者 可 参考 [9] ,在 
那里 提供 了 参考 文献 。 关 于 土 和 永久 冻 土 的 更 多 的 数据 可 以 在 
[4], [10] 中 找到 。 


Sok 性 


从 工程 和 管理 的 观点 看 ， 模 型 的 建立 表示 相当 完整 地 描述 了 
层 状 土质 中 热 的 传导 。 已 经 说 明了 这 个 模型 在 各 个 时 肇 有 一 个 解 
(ut, 5 Subs 而 且 这 个 解 可 以 通过 完全 初等 的 方法 数值 地 得 到 。 对 于 
一 个 数学 家 来 说 ， 问 题 不 能 就 此 结束 ， 因 为 对 于 近似 解 确 实在 某 
种 意义 上 接近 于 斯 臣 藩 问 题 (9) 的 连续 解 这 点 尚未 给 出 保证 。 还 
Fa Se UE BAS Ar 0 WY, dio sat 到 ie Cay nat), s Cndtd) 的 收 
Ste. FREATE BIAS TAR. ARPA EB, i ABE 
的 证 明 不 可 能 进行 到 底 ， 这 些 假设 ， 未 必 能 由 具有 状态 变化 的 热 
传导 的 物理 学 来 证 明 ， 事 实 上 也 可 能 不 为 我 们 的 模型 所 满足 。 因 
此 ， 收 化 定理 的 叙述 只 意味 着 线性 近似 的 方法 《至 少 在 一 定 的 特 
PRIA RP) 可 以 运用 。 

为 了 使 问题 变 得 容易 处 理 ， 我 们 把 模型 简化 为 只 {由 具有 规定 
的 表面 温度 a (2) 和 底部 温度 Ux 的 私有 的 一 晨 所 组 成 。 让 我 们 对 
所 有 热学 量 附 以 下 标 ， 在 界面 9 0 上 面 的 用 1， 下 面 的 用 2， 那 
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么 ， 在 第 = 个 时 刻 连 续 而 准确 的 方程 是 
l Rili 一 Cs = 0; Bite; — Pi u; — xz (2)] = Qi = 1,2 
u (E) -=a Q), ue CX) =Ux m CO) =a (nde) * 
u Cis, 0) =H (ro, u G C0), 0) =a, 
种 自由 界面 条 件 


ds ， ， — s 
和 一 Aye 一 stay + Pià de sR 一 Rpt, + pA i 


Ar 
u (s(t) 一 ta 人 人 = u,(s) = ms) = 0. 

(为 叙述 容易 起 见 , 我 们 选取 x 一 0 作为 状态 转变 温度 .) 我 们 知道 ， 
这 种 问题 有 唯一 的 古典 解 ， 我 们 来 瞻 述 最 后 的 收 敏 定理 。 

定理 tou, (x, t), u Ca, D fos ŒW) 为 连续 自由 界面 
问题 的 解 ， 而 UN (zy 2), UY (zy 2) fos” (1) 是 由 置 

UM Cat) = ulr) 
ro = tt ENE 
定义 的 和 近 侯 解 ， 那 么 ， 对 于 某 个 国定 的 最 后 了 时刻 了 ， 妆 外 一 了 /AN 
Oat, UF Ce, 0) a, Cr, t), UF Cr, 2 uw, Ce, D VAS” G) 
=s @) ERELT) | 

对 于 这 个 定理 的 证 明 ， 和 需要 相当 多 的 基础 ， 又 有 一 定 的 复杂 
性 ， 我 位 把 它 省 略 了 。 详 细 情 况 ， 读者 可 参考 [12]. 


练习 


L ATERRAR =k fr，0D， 由 傅立叶 的 传导 定律 导出 傅 立 吐 的 热传导 方 

种。 你 能 考虑 一 个 可 能 出 现 变 化 的 上 的 热 模型 吗 ? 

2, 导出 三 维 空 间 中 的 热 方程 , 利用 或 者 甘于 任意 的 控制 体积 的 散 度 定理 或 者 考虑 
一 个 立方 体 作为 控制 体积 的 散 度 定理 。 


= 0, 


3n 一 1 十 


a, ot E Cai sE, 


* Aiii —T “e, CAD =U". — HE 


eam na 中 


9. 
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- REKE x 一 0 Sb SAH Heh. 而 在 s tr》 姓 与 总 是 正好 保持 32T 的 冰 块 接触 。 


求 找 述 水 中 温度 的 自由 边 噶 问题 。 这 蚌 一 个 实际 的 冰 水 系统 模型 蚂 ? 


， 利 用 同 代 查证 不 变 奢 人 方程 对 于 界面 问题 的 正确 性 。 
. $ Rii 方程 (35) HESR. 


RUS HUSU, U Co) =O Bye Ie. 


:讨论 宰 形 法 则 用 于 过 一 sin Gat. u (0) 一 0 时 的 困难 ， 
SPB uaa, u tr， 的 一 可 Er) O, D =a e, u (1, 


站 =g (2) 建立 不 变 嵌 人 方程 。 
写 出 练 引 3 的 自由 过 值 问题 的 不 本 铸 人 方程 。 


10, 当 每 一 个 二 阶 问 题写 成 


a 


12. 


13. 


u; = Sy 


E 
w = ela, 一 4-162) ]. 
以 代替 GD p Bsr RR ADE. 


' 讨论 第 4 ED Hea a EE ay R A t RE 


HHR, 
对 samum, u (0, =i u Ch D =l, u dr, 0 =r, ERAM. 


a) HAA REAR 


D FRH. 

探讨 在 两 种 情况 下 ， 当 入 ， Ard 时 计算 出 的 解 的 性 质 。 

Ay Re - 
k M0941) = ACO. Cale} 一 af 的》 


UT SS ANTE]. Pe RAR Sh ERRAR E. 


， ees Rea kK ak A A). 写 山 计算 机 程序 , RT A A 


字 的 参数 之 作用 。 


:讨论 人 们 为 什么 不 能 名 略 不计 层 中 的 状态 变化 而 作为 简单 的 一 种 状态 的 热流 


”问题 来 解 这 系统 ， 


[il 
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x i 参考 


目的 ”第 1 节 包 含 了 要 解决 的 问题 和 关于 这 一 工作 的 动机 ， 
第 2 节 介 绍 以 世 本 的 传 热 原则 为 基础 的 数学 模型 的 配套 的 公式 ， 
第 3 节 包 售 数 学 模型 解 的 算法 。 SAAT Mit TEN HAE 
和 常 微分 方程 两 点 边 值 问题 的 初 值 解法 。 第 4 节 含 有 根据 一 个 工 
业 参 数 研究 的 典型 结果 .第 5 节 介 绍 了 收敛 定理 和 收 化 性 的 讨论 ， 
但 没有 证 明 。 
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预备 知识 2.3 节 只 需要 微 积分 和 一 些 近 代数 学 , 不 要 求 
有 偏 微分 方程 的 特殊 知识 ， 但 是 先 涉 及 一 下 当 微 分 方程 是 有 帮助 
的 。 

时 间 3 一 4 次 。 


第 23 章 . 


蒸汽 发 生 器 流程 的 网 络 分 析 


T. A. Porsching" 


1. 问题 的 起 源 


在 这 开头 一 节 ， 我 们 要 探讨 燕 汽 发 生 器 在 核发 电厂 的 全 部 工 
作 中 的 作用 。 这 样 , 我 们 希望 着 眼 于 终 将 逐渐 形成 的 数学 问题 , 并 
强调 它 的 重要 性 。 

图 23. 1 表示 核发 电厂 的 主要 流程 。 利用 这 个 图 , 可 以 描绘 出 
由 核燃料 的 裂变 而 产生 的 热能 转换 为 涡轮 的 机 械 能 的 路 线 。 注 意 
到 存在 称 为 第 一 级 回路 和 第 二 级 回路 的 独立 流体 回路。 第 一 级 回 
路 中 的 流体 用 泵 打 到 核反应 堆 堆 芯 ， 在 那里 它 会 经 受 升 高 40 一 
707 的 特有 温度 。 流 体 自 玲 芯 沿 着 管道 通过 热 段 而 进入 燕 汽 发 生 
蓝 的 管子 。 这 里 ， 它 所 得 到 的 热 通 过 管 峡 转移 到 蒸汽 发 生 器 的 管 
际 空间 。 离 开阔 汽 发 生 器 的 较 凉 “~500F) 的 流体 就 被 泵 打 到 冷 
却 段 并 返回 到 核反应 堆 堆 芯 。 

第 二 级 回路 中 的 水 进入 蒸汽 发 生 器 的 管 际 空间 ， 并 且 沿 誉 热 


* Department of Mathematics and Statistics. University of Pittsburgh. Pittsburgh. 
PA 15260, 


399 


图 23.1 核发 电厂 略图 
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管子 的 表面 经 过 ， 转 换 成 蒸汽 。 然 后 ， 这 蒸汽 的 热能 以 带动 涡轮 
的 机 械 功 的 形式 被 消耗 。 缀 过 油轮 后 ， 冷 龊 敬 汽 返回 到 燕 汽 发 生 
器 。 

图 23. 2 表示 燕 汽 发 生 器 的 断面 图 .为 了 得 到 关于 这 个 装置 的 
数据 概念 ， 我 们 指出 在 E17 第 23 章 中 报道 的 位 于 南 卡罗来纳 
(South Carolina) AJA (Oconee) AB TAURI ERE. AT 
基数 是 长 近似 于 73ft, 直径 近似 于 12ft. 每 一 个 发 生 器 , AMAA 
15 500 (A. Bey BOOT. 

由 于 管道 的 长 度 超 过 Ht 而 直径 只 约 等 于 3/4in， 所 以 在 它 
的 中 部 给 予 支撑 显然 是 必需 的 。 在 图 23. 2 的 零件 图 中 ,表示 了 这 
些 管 道 支撑 板 之 -的 部 分 。 注 意 到 孔 已 经 钻 开 的 三 个 区 域 ， 它 为 
第 二 循环 的 流体 提供 通道 。 _ 

“HRSA RRA ERS BREE EPA 

化 学 的 或 机 械 的 作用 、 也 可 能 是 二 省 共同 提成 的 5]。 

因为 管 通 含有 放射 性 反应 堆 聆 却 剂 ， 所 以 这 是 一 个 有 关 核 车 
汽 发 生 器 的 严重 的 事情 .尽管 导致 点 蚀 的 确切 机 理 还 不 完全 了 解 ， 
但 是 它 与 化 学 及 管 际 空间 流体 的 流动 分 布 有 紧密 联系 。 例 如 ， 明 
显 地 , 周期 地 存在 着 部 分 管道 不 被 管 际 空间 流动 的 燕 汽 -水 混合 物 
所 覆盖 。 这 种 情况 称 为 “无 水 ”的 ， 并 被 认为 是 导致 管道 损坏 的 
关键 因素 。 还 有 ， 在 低 流 动 区 内 ， 粒子 可 以 从 流体 中 析出 而 在 管 
面 上 形成 腐蚀 性 沉积 物 。 Beck. [19], [20] 已 经 讨论 过 了 ， 表 
面 的 粒子 沉积 由 等 式 N= 二 KC 决定 ,其 中 发 (质量 /时 间 X 面积) 为 
粒子 沉积 通 量 , C (质量 /体积 ) 为 平均 粒子 波 度 , MK (长 度 /时 
i) 为 沉积 系数 。 最 后 一 个 量 是 粒 径 和 局 部 流体 速度 的 函数 。 从 
表示 天 的 典型 曲线 的 图 23. 3 中 ,我 们 看 到 ,KK 强烈 地 依赖 于 这 个 
速度 。 利 用 N， 计 算 表面 上 已 知 大 小 的 粒子 的 积累 是 件 简单 的 事 
情 , 因为 如 果 我 们 假定 N 是 常数 ,那么 Nt 表示 在 t 个 时 间 单 位 内 
落 在 表面 的 单位 面积 上 的 粒子 的 质量 。 因 此 , 如 果 假 设 在 :一 0 时 


表面 是 清洁 的 , 那么 , 在 时 刻 # 
Ao ii E JẸ E OA = Niip = 
KCt/o, 其 中 为 颗粒 物质 的 
RE. AAC 和 w 通 常 是 可 得 
到 的 ， 所 以 测定 沉积 物 积累 的 
能 力 ， 基 本 上 依赖 于 测定 流速 
HOBBS. 

基于 上 面 的 考虑 ， 得 到 一 
个 管 际 空 间 流 动 分 布 的 实际 的 
近似 是 重要 的 。 由 于 管 昧 空间 
的 复杂 的 三 维 几 何 形 状 ， A 
蒸汽 -水 混合 物 的 出 现 , 以 及 诀 
定 流 动 的 守恒 定律 图 有 的 非 线 
E BRR ARH RIF MB] 
题 是 不 可 能 的 。 但 是 ， 通 过 利 
用 某 种 简化 的 假说 和 采取 特殊 
的 着 眼 点 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 
易于 处 理 的 数学 模型 ， 这 模型 
提 殿 流动 问题 的 一 个 满意 的 数 
值 解法 。 

在 下 一 节 ， 我 们 将 提出 这 


析出 系数 天 cm/s 


40] 


10° 


S 
L 


108 10? 10? 
Hilts) 


图 23-3 本 出 系数 和 流速 的 特 
性 《根据 [20] 


个 模型 的 简化 形式 ， 并 介绍 它 的 数值 解法 ， 尽管 这 里 提供 的 资料 
MTR RARER. RNB. OBIE EY LAA 
RERA ae PT ES BAK OB HE 


2. 网 络 理论 的 一 些 基 本 原理 


正如 我 们 在 前 面 已 经 握 到 过 的 ， 分 析 管 际 空间 蒸汽 发 生 器 的 
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流动 是 极端 复杂 的 问题 。 我 们 的 办 法 是 在 考虑 沿 既定 流程 流动 的 
意义 下 ， 将 连续 问题 变 为 离散 的 。 事 实 上， 我 们 打算 把 在 蒸汽 发 
生 颖 的 一 个 区 域 上 的 流动 归并 成 关于 这 个 区 域 的 一 个 简单 的 平均 
流动 ， 接 着 用 公式 表示 这 些 归并 成 的 流动 该 服从 的 规律 。 在 其 上 
出 现 不 连续 流动 的 相互 连接 的 流程 系统 被 称 作 网 络 。 关 于 网 络 的 
文献 早已 非常 之 多 并 还 在 继续 增加 。 在 这 一 节 ， 我 们 只 涉及 讨论 
我 们 的 问题 所 必需 的 极 少儿 个 概念 。 关 于 网 络 、 图 * 和 其 他 的 不 
连续 流动 问题 等 科目 的 进一步 读物 ， 见 [2] ~ Esl Ea]. 
我 们 抽象 地 定义 网 络 ? 为 一 个 蛋 (VY, SD. 这 里 7 是 无 序 元 素 
‘ 称 作 结 点 ) 的 一 个 有 限 集 , 而 5 是 V 的 元 素 的 序 对 《 称 作 缀 *“》 
的 集合 。 在 模拟 流动 问题 时 ， 结 点 将 相当 于 流动 在 闭 里 改变 方向 
的 连接 点 ， 而 弧 将 确定 流程 。 我 们 假定 Y 中 有 个 元 素 ; 而 SS 中 


Am STOR 
因为 结 点 与 前 ** 个 正 整 数 同 构 ， 所 
以 我 们 设 Y= il, Zata nh. HFA. 


TRUS J Pas, AOOO AOU 表示 ， 
HPP). EV. 于 是 我 们 可 以 
写成 $= {sj& (PG). @ CG) j=l 
2, e, mh WAPO AQ CA 分 别 
WEAH, 的 始点 和 终点 ， 同 时 ， 它 们 
HJ T MAIRES. MIPE. IREKI s; 关 
联 于 结 点 己 Cp M D. 

这 些 代 数 定义 是 用 几何 学 诱导 出 来 
的 。 通 过 把 结 点 画 成 加 编号 的 圆 ， 把 强 


图 23.4 简单 网 络 


PA a AOS Ud L LE Til, FAR “RE” a 
有 流动 的 系统 的 观念 。 另 一 方面 .“ 图 ”是 关系 的 框架 ， Epa EPES 
“> AXŞ link, Bie ROR, WHT. 译 为 
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GEERS)” RE. (Fo EAT MA es A T 
结 点 的 方向 ， 我 们 得 到 网 络 的 一 个 完整 的 描述 。 比 如 ， 在 图 23. 4 
中 ， 我 们 描绘 了 由 和 集合 
V = {1,2,3}, 
= ((3,1).(1,2),0,2),03,1),0.1)} 

定义 的 网 络 。 ERs = C, D AAAI PR ABM s 
= GD, u= G D SHR. BAMA AAA Se 
意义 的 流程 ， 所 以 在 今后 考虑 时 ， 我 们 将 把 它们 排除 在 外 。 

一 个 网 阁 的 并 序列 fa Se cet side 如果 对 于 J 二 2,… kL, 
绝 s; 各 5:_, 有 一 个 公共 的 末端 以 及 5 的 另 一 个 末端 与 5, ,的 相同 ， 
那么 ， 这 序列 为 一 个 链 . RAR p 和 g 为 连通 的 :如果 存在 一 个 
链 iso oe sho BEIR p Pg 分 别 为 狐 % 和 品 的 末端 。 如 果 网 络 
的 每 一 对 结 点 是 连通 的 ， 那 么 ， 网 络 本 身 就 是 连通 的 。 由 于 液体 
按 固有 的 连续 方式 ”流动 ， 我 们 将 限制 于 研究 连通 的 网 络 。 

在 模拟 流动 问题 时 ， 我 们 将 利用 基本 的 质量 守恒 定律 。 这 个 
定律 的 网 络 模 拟 称 为 基 尔 霍 夫 (Kirchhoff) 结 点 定律 , 并 及 用 数学 
公式 表示 如 下 。 对 于 ”的 每 一 个 结 点 1， 我 们 联系 两 个 弧 的 集合 

wt GY = (CRE VG.) © S} 
All 

wT G) = (RDA EG VLC E S}. 
ARP RHUL, of (i) ERRIA i LAWR RIT 
这 个 结 点 的 方向 ,而 w O Ga AR SE BH Be Ell A ADDY im) A 
WFR ss ERATE w BA, A 


> Te 一 ` w = 0r = Terr ait. (1) 
sEut a) een 
* tara Aer. -tAE 


4 至少 有 一 可 著名 的 例外 情 消 ， 见 [6]. 
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m EE w= Cw, to wa)” 就 是 关于 的 一 个 流动 。 
等 式 (1) 表示 基 尔 赴 夫 的 结 点 定律 ， 它 说 明净 流 人 一 个 结 点 
的 量 等 于 净 流 出 那个 结 点 的 量 。 如 果 i 是 一 个 流动 , 那么 w 是 弧 
s 上 的 流量 。 实 际 上 ，%w, 的 更 准确 的 叫 法 该 是 张 流 率 。 因 为 它们 
的 单位 原来 是 每 单位 时 间 的 质量 ， 比 如 b/s. 注意 到 ， 弧 的 流量 
可 以 采取 两 种 符号 ,我 们 按 通常 的 习惯 ,xw>0 ERA s 的 流动 
的 实际 方向 是 从 始点 到 终点 的 ， 而 rwi<0 意味 着 流动 的 实际 方向 
是 从 终点 到 始点 的 。 
等 式 (1) WSR RARER, ARORA GSD 
ARB. ke Xm RP 4= [ai |, Ap 
十 1, 如 果 i = PC) 
ar 一 lo. 1 如 果 i = QC) 


0， 其 他 。 
例如 
一 1 1 0 一 1 
A= 0 一 1 -1 j (2) 
1 0 1 1 


为 对 应 于 图 23. 4 中 的 网 络 (除去 了 环 15) 的 关联 矩阵 。 利 用 这 种 
EP, C1) 显然 成 为 
Aw = 0. (3) 
AAHE—TPMERRT EMR AAA AF. MAR BAe 
点 ， 所 以 , 和 4 的 每 一 列 ， 除 零 以 外 ,正好 包含 一 个 十 1 和 一 个 一 1. 
因此 ，4 的 各 列 加 起 来 的 和 沟 零 向 量 ， 于 是 它 的 行 秩 小 于 或 等 于 
n—1. 事实 上 ,恰好 等 于 "一 1， 为 了 证 明 这 点 , 我 们 去 掉 A 的 第 = 
行 。 为 此 ,注意 到 ， AKAA ARE VS (a) 上 的 诸 弧 决定 的 诸 列 
正好 会 有 一 个 非 零 项 ,这些 非 零 项 所 在 的 行 ， 不 可 能 在 4 的 行 的 


* 我 们 将 常用 上 标本 表示 转 置 ， 于 是 芭 为 一 个 列 向 哄 。 
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尾 何 等 于 零 的 非 平凡 线性 组 会 中 出 现 。 于 是 我 们 可 以 把 它们 从 A 
中 去 掉 ， 但 是 同样 的 这 些 行 确定 了 一 个 结 点 集合 ， 比 如 说 VW， 而 
且 对 于 关联 于 V: 上 以 及 在 了 的 余 集 中 有 另外 的 末端 的 弧 ， 我 们 
可 以 重复 上 面 的 论证 ,因为 假设 了 7 的 连通 性 ,所 以 这 种 过 程 将 终 
FRR 4 的 前 4 一 1 行 ， 表 明 它 们 是 独立 的 。 

因为 一 个 矩阵 的 行 和 列 的 黎 是 机 间 的 《比如 见 17，P， 42), 
所 以 我 们 直接 得 到 A 的 零 空 间 的 维 数 为 m 一 Ge — 1). 因此 , 关于 
7 的 最 一 般 的 流动 依赖 于 芒 一 4 十 1 个 任意 参数 .显然 ,我们 需要 导 
出 更 进一步 的 象 件 ， 以 便 从 (3) 的 许多 解 中 挑 出 特定 的 流动 。 

在 模 氢 流动 的 问题 中 ， 必 须 包括 处 理 边界 条 件 的 方法 。 这 些 
条 件 在 那些 流体 进 人 和 离 去 有 意义 的 区 域 上 成 立 ， 例 如 ， 在 图 
23.2 中 伴 近 管 板 的 区 域 。 在 一 个 网 络 中 ,边界 条 件 通过 选 定 某 些 
结 点 为 边界 结 点 、 并 在 这 些 结 点 上 规定 适当 的 条 件 来 提供 。 因为 
边界 结 点 对 应 于 流体 进入 和 离 去 网 络 的 点 ， 所 以 不 能 期 望 基 尔 起 
夫 的 结 点 定律 在 它们 上 面 成 立 。 但 是 ， 作 为 将 这 个 定律 作用 于 网 
络 的 一 切 其 他 结 点 上 的 推论 ， 我 们 可 以 和 证明， 边界 流动 的 总 和 等 
于 零 。 换言之 ， 流 人 网 络 的 全 部 等 于 流出 的 全 部 。 为 了 证 明 这 个 
命题 ， 我 们 假设 4 一 v>0, 边界 缚 点 存在 ， 编 号 为 Y 十 1，…， ee 这 


At 
样 ， 我 们 可 以 把 关联 矩阵 4 分 成 为 [|， 其 中 Ar 由 4 的 前 v 行 
组 成 ， 并 代表 内 部 结 点 或 非 边 界 结 点 , 而 34 t ARIE no tE 
成 , 并 且 代表 边界 结 点 。 如果 我 们 分 别 地 定义 ww 和 ax 为 坐标 全 为 
1 的 。 和 wv 维 的 向 量 , 那么 , 因为 A 是 一 个 关联 失 隆 , 我 们 有 
Ce aut) AG u” A? 十 334 = 0. 
aA 


因此 ， 如 时 w ALF yh Pita. Wy 
u” (A%w) 十 au? (aAw) = 0. C4) 
另 一 方面 ， 基 尔 置 夫 的 结 点 定律 用 到 内 部 结 点 上 ， 就 有 
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nero = 0. l (5) 
于 是 肯定 ue” (Aw) =0, Ald (4) MẸ au Aw) =O. iX 
就 是 我 们 要 证 明 的 。 

图 23. 5 所 示 的 网 络 可 以 用 来 作为 在 蒸汽 发 生 髓 的 流动 区 域 
部 分 的 模型 .在 这 个 网 络 中 ,边界 结 
点 为 结 点 13 一 18. 至 于 把 物质 的 流 
动 区 域 归 结 成 此 类 网 络 的 模拟 方 
法 ， 我 们 将 在 下 一 节 讨 论 ， 

如 前 所 述 ， 基 和 尔 堆 去 的 结 点 定 
律 一 般 地 不 能 唯一 确定 一 个 网 络 上 
的 流动 。 

下 面 研究 所 需 的 附加 条 件 。 以 
流量 和 一 个 新 的 变 基 集合 {p:} {此 
集合 与 缚 点 或 称 作 结 点 状态 有 关 ) 
之 间 的 关系 式 的 形式 出 现 。 在 我 们 
的 流动 问题 中 ， 这 些 状 态 可 以 理解 
为 静 压 ， 这 种 静 压 在 流动 区 域 中 的 
点 上 存在 。 我 们 想 假设 在 每 一 个 强 
上 成 立 的 流动 - 结 点 状态 关系 式 具 
有 形式 

w; = filpeo — Pad 8 
Hf, (oO ARB HARO 而 Ap; 
Apr pans AWA Zt OM 5; 
Pi sig hy FE ZS. 等 式 “6) 称 为 弧 特 征 ， TPA RAHA y 上 的 流量 仅仅 


图 23.5 蒸汽 发 生 器 网 络 


是 台 两 端 压力 差 的 已 知 冰 数 。 
现在 , 我 们 可 以 考虑 基 木 的 网 络 流 问 题 了 .假定 给 了 网 络 ?的 
EAE Ree Ane PURER +l. co ny 在 


其 上 压力 peono pe 是 已 知 的 。 然 后 , 我 们 试图 确定 压力 训 ， 
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Por VA RRR wre o wn， 使 之 对 于 7 一 1]，…，m 满足 特征 
C6) 而 对 于 ;一 1，…，z《〈 即 在 ?在 内 部 结 点 上 )} 满足 基 尔 震 夫 结 
点 定律 (1)。 我 们 看 到 ， 如 果 简 单 地 把 方程 (O RA (1) 的 前 
2 个 方程 , 那么 ， 恰好 得 到 ”个 未 知 数 的 ”个 方程 。 于 是 ,如果 唯 
一 地 存在 满目 这 个 系统 的 一 组 压力 ， 那 么 ，(6) 对 应 地 确定 唯一 
的 一 组 流量 ， 从 而 问题 就 全 部 解决 了 。 显 然 ， 压力 所 满 足 的 方程 
为 
> F< Peis 一 Pau) 一 2) fit perc 一 Pa) = 0, 


sE uti - Eeki 
i= 1,240 w. . , (7) 
我 们 称 D 为 网 络 方程 
再 一 ARMARE 可 以 把 网 络 方程 写成 简洁 ;的 形式 。 设 
p= CA, + PY 和 Ap= (Apis os Abu) op n 维 压 力 向 量 
Al on HERE Et. PE MARES A= lau] 的 方法 ， 容 易 明 
A 


Api = Pro 一 Pay = Da, Paj =l, 


因此 ,4p 一 4 p, Sp ia pp AT 为 4 的 转 置 ， 设 7C4p 一 方 《4 广 )》， 
pn) MA (5) Fl (6) 得 到 
Aw = A°f(Ap) = AFLAT p) = 0. 
于 是 ，(7) 的 另 一 种 形式 为 
ASA p) = 0. (8) 
让 我 们 写 出 图 23.5 所 示 网 络 的 前 兰 个 网 络 方程 。 因 为 “ 

Ab, = ph — Pie Sip = ph — Por APs = Ps Pas 

Ap, = pi — bir Ais = pi — Ps: Ade = Pi — Po 

Apae = fi — Pos SPyy = pa — Pas 


* 为 了 强调 结 点 lisli AACA RIA m. WAE A pa. 
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以 及 关于 结 点 1，2，3 的 基 尔 起 夫 结 点 定律 分 别 地 写作 
w, + ty 一 zt 一作， 
te, 十 Wy 一 the 一 W= 0, 
WW, 一 Wy — wW Ù, 
我 们 每 到 
[有 — p) + fuelh — be) — fio 一身) 一 0， 
FsCp2 — ps) 十 FCP, — pad — fpr — ba) — Ssh) — be) = 0, 
Fl Ps — te) — fsb p — fy Gr — py) = 0. 
注意 到 ,在 第 一 个 方程 ( 它 对 应 于 结 点 1 的 基 尔 霍 夫 定律 ?中 ， 
未 知 量 p 外 现在 每 一 项 当中 , 而 且 随 着 对 应 的 流量 是 增加 或 减少 
MRETI 或 一 1， 对 于 其 余 两 个 方程 可 以 得 出 类 似 的 附注 。 实 际 
上 ， 这 是 通常 的 阿 络 方程 的 一 个 性 质 。 在 第 4 节 中 ， 我 们 将 利用 
这 个 重要 性 质 以 建立 方程 的 数值 解法 。 
此 刻 ， 我 们 可 以 对 于 和 网 络 方 程 提出 两 个 基本 的 数学 问题 。 
D 它们 有 唯一 的 解 《 甚 至， 它们 究竟 是 否 有 解 ) 吗 ? 
D 如 果 有 解 ， 叉 怎样 求 出 这 个 解 ? 
在 这 节 的 剩 下 部 分 ， 我 们 试 着 回答 问题 D. MHAD WE 
迟到 第 4 节 再 考虑 。 
首先 ， 除非 对 于 函数 f(z) 假定 太 多 ， 这 时 间 题 D 的 答案 
E “BRAE” 例如， 候 定 我 们 讨论 的 是 对 应 于 由 图 23.6 所 示 的 简 
单 的 只 有 一 个 张 的 网 络 的 网 络 方 程 。 让 我 们 假设 结 点 2 为 边界 结 


OQO—— 
图 23.6 只 有 一 个 嗓 的 网 络 


点 ， 而 其 上 的 压力 t SPE. 那么 ， 只 存在 一 个 方 各 ， 写作 
fi(p) = 0. 9 
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如 果 我 们 给 定 WO =. 那么 (9) 就 没有 解 。 另 一 方面 ， 如 果 
我 们 给 定 O 二 sint， 那么 (9) 有 无 穷 客 个 解 。 
幸好 ， 经验 已 经 征明， 在 实际 中 出 现 的 函数 f; (2) 不 像 上 述 
的 那 两 种 隔 数 。 事 实 上 ， 我 们 有 理由 这 样 假设 ， 当 已 给 弧 两 端的 
EZ CHEST) 增加 时 ， 在 弧 上 的 流量 也 增加 。 这 就 引导 我 们 
作 这 样 的 假设 ， 对 于 每 一 个 j，f O 是 i 的 一 个 严格 增加 函数 。 
这 仍 不 足以 保证 给 1) 一 个 肯定 的 回答， 内 为 育 数 
. ty ai < 0 
ORS Lit, ARSO (10) 
和 和 
f@=1+e 113 
两 者 都 是 严格 增加 的 ， 但 二 者 都 不 提供 > 的 解 。(10) 的 障碍 
是 在 :二 0 处 不 连续 , 而 (11) 的 问题 是 它 的 值 域 限制 在 正 数 上 。 我 
们 可 以 通过 租 设 SC) 是: 的 连续 函数 且 有 一 个 无 限制 的 值 域 " 来 
把 这 两 种 障碍 去 掉 . 这 引导 我 们 去 确定 如 下 那样 的 一 个 容许 特征 ， 
万 O 定义 在 一 o<t<ce 土 连续 、 严格 增加 且 满 足 im f; G) = 
too, E83. MRS, O 明确 表示 有 和 容许 特征 ， 那 么 ,，(9) E 
好 有 一 个 解 。 事 实 上 ， 我 们 有 下 面 的 定理 。 
定理 1 如 果 网 络 ?的 孝 具 有 容许 特征 并 且 ? 了 至少 有 一 个 边 
BES. ABA. MRA C7) 或 C8) 有 唯一 的 一 个 解 。 
证 明 我 们 不 去 证 明 这 定理 十 分 一 般 的 情况 ， 因 为 这 样 一 个 
证 明 包 含 我 们 并 不 准备 引 人 的 概念 。 这 种 证 明 比 如 可 在 [8」 中 找 
到 。 不 过 ， 我 们 要 在 函数 f; O 为 线性 ， 即 
Fa) = dt + ¢; (12) 
CH d; Ble, 为 常数 ) MAO PEAR he. EE 
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许 特 征 的 充 要 条 件 为 a j-> 0. 

1% Dodiag Cdi» s du), EMERE ERS i tM 
ERKA de Metik e= Coys rs Ead 并 假设 末尾 nn 一 vz (0 
个 结 点 为 边界 结 点 。 如 果 我 们 返回 到 由 《8) 给 出 的 网 络 方程 的 形 
式 ， 我 们 知道 ， 第 ; 个 方程 是 

Sayd (Ap); + Saye, =0, i= 1,2.0,u 
或 ADA" p) + A®%e = 0. (13) 
通过 记 
名 一 (Distt bo)" 
ap = Cpi t Pa) s 


可 以 分 离 出 〈13) 的 边界 相关 部 分 , 事实 上 , 现在 可 以 把 (13) F 
成 


4oD[4r aaral? |+ Ae = 0, 


BẸ 
ADUA pe + (aA)Tap} + 4ec = 0. 

亦 即 

CADA”) p =— CArc + A°D(GA)7 AP). (14) 
方程 (14) 表示 向 量 的 = 个 未 知 压力 的 ”个 线性 方程 构成 的 非 
齐 次 方程 组 《注意 ，《14) 的 右边 是 已 知 的 ) 。 根 据 线性 方程 组 可 
解 性 的 基本 定理 ;, (i4) 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 vw 系数 矩阵 
ADA" 为 非 奇 异 的 。 
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我 们 将 通过 反 证 法 来 证 明 ADA” 是 非 奇异 的 , 假定 , 存在 一 
ASE = Crys ey) PEO, EAR ASDA” z= 二 0. 这 一 来 ,x 了 AIDA” 
z 二 0， 如 果 我 们 设 z== Go =A xz， 则 最 后 一 个 方程 成 
A 


2' Dz = 0. c15) 
因为 DPR AM RITTA C5) 按 普通 写法 写成 
Saal 一 0, c46) 


但 有 每 一 个 dj>0， 于 是 要 使 (16) 成 立 ， 唯一 的 办 法 是 z 二 

=1, svu 因此 z==0. 根据 = 的 定义 , E A AREIA, ， 

也 就 是 AS 的 行 的 线性 组 合 。 其 实 ， 只 要 我 们 用 a 表示 A 的 第 i 

Fe 就 有 
z= Dari = 0. 17) 


但 是 ,我 们 已 经 知道 ，4 的 秩 是 "一 1， 因 此 ， 向 量 mw， 一 1，…， 
ven] 是 线性 独立 的 , 因而 (17) 意味 着 和 二 0; i=l, ee w 这 
H r40 FG. MIE T ADA” 的 非 奇异 性 , 从 而 完成 了 证 明 。 
口 
我 们 再 说 一 次 , 尽管 这 一 证 明 只 适用 于 〈12) 的 线性 情况 , 但 
定理 对 于 广泛 得 多 的 函数 类 也 是 真 的 。 例如， 如 果 忆 >>0, d> 
和 上 都 是 常数 ， 那 么 
FO = 64° + dj +c 
定义 了 一 个 容许 的 非 线性 特征 。 这 个 非 线性 的 特征 ， 我 们 将 在 下 
一 节 模 拟 蒸汽 发 生 器 流动 问题 时 才 有 末 用 。 


3. 流动 的 模拟 问题 


现在 ,我 们 可 以 说 明 怎 样 建立 蒸汽 发 生 器 的 流动 问题 的 模型 ， 
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使 第 二 节 中 的 网 络 方程 可 以 应 用 。 尽 管 推导 将 是 非常 通用 的 ,但 
它 有 助 于 把 这 种 思想 应 用 于 特殊 的 例子 。 假 定 我 们 想 要 确定 图 
23. 2 中 用 图 表示 的 蒸汽 发 生 器 管 际 空间 部 分 的 流动 分 布 .图 23.? 
所 示 的 区 域 ， 关 于 管道 支撑 之 一 是 对 称 的 ， 而 且 延 体 到 相 邻 的 板 
处 。 为 简便 起 见 ， 我 们 没有 显示 出 管道 来 ， 但 是 人 们 必须 记得 它 
们 使 用 这 区 域 并 且 取 直立 方向 。 此 外 ， 尽 管 实际 的 流动 区 域 是 三 
HEAD, 但 是 , 图 23, 7 中 的 区 域 , 基 在 平面 图 中 所 示 的 蒸汽 发 生 器 
MAPPE ERM PRM, 

我 们 道 过 添加 假想 边界 的 
办 法 把 这 个 区 域 分 为 有 限 个 子 
区 域 ( 即 网 眼 )。 我 们 选用 了 12. 
个 这 样 的 网 眼 , FE HEPA 23. 7 
的 方式 ， 把 它们 和 结 点 联系 外 
来 编 了 号 码 。 我 们 用 虚线 表示 
假想 的 边界 。 

因为 流体 在 两 个 相 邻 网 眼 
之 间 的 流动 必定 穿 过 它们 的 公 
共 边 界 ， 我 们 可 以 通过 把 分 布 
在 整个 边界 上 和 穿 过 的 流动 归并 
成 单一 的 量 “这 个 量 表示 穿 过 
边界 的 全 部 流量 ) ,来 计算 出 流 
动 的 信息 。 通 过 在 相 邻 网 眼 之 
间 湛 加 强 的 办 法 ， 几 何 地 表示 
这 种 流动 信息 是 很 自然 的 事 
情 。 于是, 在 图 23.7 中 ,通过 添加 17 RM. RET 12 个 网 眼 的 
结 点 。 为 了 辨认 流体 穿 过 1，2, 39110. 11. 12 等 阿 眼 的 水 平 边 
界 时 是 流 进 还 是 流出 这 区 域 ， 我 们 把 这 些 结 点 中 每 一 个 都 连接 到 
一 个 边界 结 点 上 。 这 种 过 程 的 几何 实现 ， 就 成 了 图 23. 5 的 网 络 。 


图 23.7 二 维 切 片 的 分 析 
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考虑 网 眼 i. 根据 质量 守恒 原理 ,如 果 在 网 眼中 没有 流体 生成 
或 消失 ， 流 体 密度 又 是 常数 ， 那 么 ， 穿 过 网 眼 边 界 时 流出 的 总 质 
量 等 于 流 人 的 总 质量 : 然而 ， 穿 过 边界 的 流动 ， 可 以 被 试 为 是 相 
应 网 络 的 弧 上 的 流动 . 于 是 , 如 果 用 ww; 表示 每 秘 穿 过 被 弧 5; 所 贯 
穿 的 边界 的 流动 质量 的 磅 数 ， 并 假设 wj>>10 对 应 于 流体 从 的 起 
BARA Ra aR. BA. HATAR RTA | 


流出 的 总 质量 = D w,— >) wp 


swt Gi) Ga 
w0 ws 
1 
流 进 的 总 质量 一 2 ww 一 Dd) w 
jE ti séet 
ur 0 wey 0 
Dy wt D w= Si wt } w 
Eeti Emt ti Em i) pear 
wo weed wd wj o 
即 
“1 
>) wr D w= 0. (18) 
s 60h i 本 ea] 


这 就 是 关于 结 点 | 的 基 尔 霍 夫 的 结 点 律 。 

一 般 地 ， 在 网 眼 的 不 同 结 点 上 ， 静 压力 取 不 同 的 值 。 相 邻 网 
月 的 两 个 结 点 之 间 的 压力 差 一 这 可 以 看 作 是 穿 过 联结 两 个 网 眼 
的 弧 上 的 压 降 一 起 因 于 若干 因素。 我 们 将 仅仅 考虑 这 些 因素 当 
中 的 两 个 ， 

1) 流体 重量 的 作用 ; 

2) 管子 表面 的 摩擦 阻力 和 其 他 的 运动 流体 不 能 透 过 的 边界 。 

URSA 23.8. BA, Ms 上 的 流 林 的 重量 ,导致 结 点 
P (7) 处 的 压力 超过 结 点 Q@ CD 处 的 压力 ， 其 值 为 

(Ap. = PL gcos. (19) 

其 中 心 为 流体 的 《质量 ) RE. c 为 重力 加 速度 , L AUMKE. 
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而 Q HMM F AR. È 
意 , 我 们 用 下 标量 表示 这 个 压力 降 
蓝 ， 因 为 它 是 由 于 弧 的 两 个 端点 间 的 LO 
上 升 差 造成 的 。 

当 流体 运动 越过 了 各 个 弧 时 ， 它 
绕 着 答 子 ， 沿 着 套 管 以 及 穿 过 管子 支 
撑 板 中 的 港 出 孔 而 流动 。 管 子 、 套 管 
和 港 孔 者 将 摩擦 阻力 作用 于 流体 上 ， 
TE AMMA Pa A a ie 
衡 。 广 泛 的 实验 已 经 建立 了 这 种 压力 降落 的 经 验 公式 〈 更 详细 的 
SEL 19 的 第 12 章 ]) 


(Ap); = i |w; {tes (20) 


其 中 A; EMAAR. TE 为 称 作 摩 擦 系 数 ”” 的 比例 常数 。 

注意 到 ， 如 果 我 们 始终 采用 如 下 单位 ， 质 量 用 磅 【〈 记 为 了 b)， 
AFB (1 ASO 138255 牛顿 ， 记 为 bd HERR oA 
s)， 而 长 度 用 叫 〈 记 为 M MBA. (19) 式 右 边 的 单位 是 


beft L _ pdl 
fat = fb q lie = Fe 


而 《20) 右边 的 单位 为 Fi 是 无 重 岗 的 ) 


图 24.8 小 升 时 压力 降落 


* 注意 ， Pipe ane “ 弧 的 长 度 ” 与 “ 颁 角 ”都 是 实际 的 “几何 量 "， 不 名 
XP ere “a” Riese 它 的 两 端 所 代表 的 几何 形体 中 心 


,其 中 
MEA a E JA FREM BERS sea SENIA mam 
ar Fe Ashita at ee Rae ') MERIR I 


es ean 
By 


TE 
an= m DEB, MI Hr 
Lr 


ATE BUR Mame XE EF 我 们 的 定义 是 为 了 产生 摩擦 压力 降落 SP) 6 的 前 
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pT [OS Jee = ae 
这 样 ， 在 两 种 情况 下 ， 我 们 都 得 到 所 要 求 的 压力 降落 的 单位 。 
aT BBM ;; 的 整个 压力 降落 ， 我 们 简单 地 把 摩 护 和 上 
升 所 产生 的 作用 加 起 来 ， 即 


F,, | 
Op, = Ap) t Apa = E Jw; le; + eL,gcos?, (21) 


因为 摩擦 系数 和 密度 是 正 的 量 ， 所 以 这 个 等 式 把 压力 降落 定义 成 
为 纺 流 量 的 一 个 严格 增加 的 非 线 性 函数 。 这 个 函数 的 图 形 如 图 
23. 9 所 示 。 图 中 也 展示 了 从 《21) i NO eM we, 的 图 形 。 容 
易 看 到 ， 这 个 反 请 数 可 明显 地 写成 


w = f(Ap;)) = A, Jf: Flap; eL,gcos6;|sgn(Ap, — pL,gcosé;), 
(22) 


其 中 sgn Cx) 是 所 谓 符号 函数 ， 
由 下 式 定义 


sgnir} = 0 r=0 


—1, Fx <o. 
| 现在 我 们 注意 到 , (22) HE 
确 她 具有 形式 〈6)， 从 而 定义 
了 一 个 骤 特征。 此 外 ， 因 为 
(18) 是 基 尔 堆 夫 结 点 定律 , 我 
们 看 到 ， 我 们 已 经 把 流动 问题 简化 为 解 网 络 方程 的 问题 了 。 (222 
PEL TPE. WA ERY 定义 了 一 个 容许 特征 。 
因此 ， 根据 定理 1， 如 果 网 络 中 至 少 有 一 个 边界 结 点 的 话 ， 那 么 ， 
流动 问题 就 有 一 个 唯一 解 。 
通过 实际 问题 的 某 些 简化 ， 我 们 得 到 了 事 帮 的 这 种 地 运 的 数 


图 23.9 URGE ALS oa aK 
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学 表示 。 我 们 不 声 不 响 地 作 了 最 有 争议 的 简化 假设 之 一 是 ， 忽 畴 
了 热 的 影响 。 回 顾 一 下 先前 的 关于 燕 汽 发 生 器 的 讨论 ， 我 们 提 到 
过 ， 感 兴趣 的 流动 量 是 蒸汽 和 水 的 双 相 混合 物 。 可 是 ， 双 相 流 动 
法 的 模型 ， 一 艇 说 来 是 十 分 复杂 的 ， 并 且 要 用 到 一 些 假 设 ， 而 这 
些 假设 又 不 能 由 基本 原理 它们 是 通过 实验 得 出 的 经 验 关 系 】 推 
出 。 也许, 解决 间 题 的 最 简单 的 方法 是 , 假定 zw 表示 双 相 混合 物 
的 质量 流速 率 ， 而 这 当中 的 燕 汽 百分率 一 一 这 百分率 被 称 为 品质 
一 一 是 混合 物 的 热能 的 一 个 简单 沙 数 。 这 假设 意味 着 两 相 以 相同 
速度 同时 和 运动， 一 种 关于 某 种 类 型 的 慢 动 的 条 件 被 破坏 了 。 

混合 物 的 热能 的 一 种 度量 单位 是 熔 互 ， 在 上 面 的 假设 于 ， 如 
果 知 道 了 混合 物 的 质量 流量 和 焙 ， 那 么 ， 可 知道 〈 通 过 品质 ) 在 
在 于 混合 物 中 的 蒸汽 的 质量 流量 . PEE H 的 引 人 , 需要 把 其 他 
方程 加 到 模型 中 去 。 这 来 自 热 能 守恒 原理 ， 而 我 们 一 直 考 虑 的 网 
络 模型 可 以 写 为 


BL w- Sw] 
neet jee 
wo w0 (23) 


= 了 Hey + 9) 一 2) CwHoo, — 9) 


4,68 “eur ti 
wo mw od 


iSl, v 这 里 我 们 用 多 Rain” By LARK. Tee 
a RER- RMA. 

如 果 我 们 用 英国 热量 单位 ( 记 作 BTU) 来 度量 热 ， 那么 , t 
的 单位 可 以 取 作 BTU/Ib， 如 果 旬 的 单位 为 BTU/s， 那 么 ，(23) 
的 项 边 有 单位 BTU/s， 因 此 ，(23) 等 于 在 结 点 i 的 热 率 。 左 边 为 
流体 流出 时 从 缚 点 处 消失 的 热 率 ， 而 右边 为 流入 的 流体 加 到 结 点 
处 的 热 率 。 


* 自然 ， 在 我 们 的 蒸汽 发 生 淮 模型 中 ， 热 从 原 回路 中 通过 管 圣 传 出 。 
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我 们 注意 (23) PHR w; 的 出 现 。 如 果 假 定 我 们 知道 这 些 量 ， 
THAG 〈 也 就 是 ， 如 果 我 们 知道 从 管子 中 附加 的 热 )， 那 么 ， 
(23) WRT —-THERWRED RA. n-m AHISRA CE 
网 络 方程 中 出 现 ， 所 以 ， 我 们 可 以 跟 (23) 无 关 地 去 解 它们 。 这 
是 我 们 假设 密度 2 为 常数 的 一 个 结果 .在 较 一 般 的 情况 下 ,流动 区 - 
域 中 任 一 点 的 密度 是 这 点 上 的 正 力 和 熔 的 函数 ， 比 如 说 

p= Rep, H). . C24) 
方程 (24) 称 为 状态 方程 式 。 在 蒸汽 发 生 器 计算 中 ， 管 防空 间 上 
的 压力 变化 小 到 足以 证 明 把 p 看 作 与 p 独立 是 合适 的 。, 换 句 话说 ， 
p 可 以 信 算 研 为 一 个 常数 一 -“ 系 统 压 力 ”p' 使 (24) 成 为 * 

P= Rtp',H). €25) 
NS OR, 那么 ， 当 然 ， 密度 也 将 是 常数 。 然 而 ， 要 证 
HH 为 常数 的 假设 正当 ,， 却 很 困难 ,特别 在 燕 汽 生 成 的 时 候 。 如 
果 假 定 p 由 (25) 给 出 ,并且 把 它 用 于 特征 “22)， WA. 网 络 方 
程 就 含有 结 点 炊 ， 因 而 必须 与 〈23)》 联 立 求解 。 这 是 一 个 比 只 包 
全 网 络 方 程 困难 得 多 的 问题 ,并 具 大 大 地 超出 了 木 章 的 教学 企图 ， 
因此 ， 我 们 通过 假设 密度 是 常数 来 回避 它 。 

我 们 将 把 这 节 的 余下 部 分 ， 和 通过 考察 (22) 的 等 价 形式 
(21). FAT 48t URE 《22)。 这 需要 引入 某 些 偏 微分 方程 但 它 
们 既 不 影响 网 络 方程 也 不 影响 今后 的 发 展 过 程 。 因 此 ， 如 果 将 这 
节 的 余下 部 分 省 略 ， 不 会 妨碍 叙述 的 连续 性 。 

把 牛顿 第 二 定律 应 用 于 流体 的 一 个 无 穷 小 元 素 ， 结 果 形 成 一 
组 偏 微分 方程 , 通称 为 Navier-Stokes 方程 。 这 些 方程 的 推导 几乎 
可 在 任 一 木 流体 动力 学 的 书 中 找到 ， 小 如 [9] 或 [10]。 如 果 运 
动 是 稳定 的 * 且 是 二 维 的 ， 就 像 早 先 考 虑 的 蒸汽 发 生 器 的 薄片 ~- 


# 见 表 2 的 脚注 
a TANEH 所 有 甘 十 时 间 的 展 导 数 均 为 零 。 
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样 ， 那 么 ， 这 些 方程 是 
peu we) 一 一 e+ 人 车 +S +h, (26) 


piu Oo) pn (27) 


方程 (26) 和 (27) 基 按 照 直角 坐标 (x，y) REN. Bu 和 ”分 
别 表示 流体 在 zx 和 > 方向 上 的 速度 分 量 ， p 表示 压力 ， 而 p R 
D EPEE. WE 称 为 粘度 ， 它 反映 了 流动 液体 元 之 间 相 互 
TEAR A. Fi 和 Fs 两 项 表示 像 重 力 和 边界 上 的 摩擦 阻力 那 
样 的 力 ” 的 上 分 量 和 > 分量. 为 了 我 们 的 应 用 , RIRE 为 ( 见 
{11]) 


F,=- plule — egcos?, (28) 


其 中 SAAT RR E4 20D. mD A-PAK BEM 
的 量 , 称 为 水 力 的 或 等 价 的 直径 “。 角 为 zx 输 和 重力 向 量 的 方向 
之 间 的 夹 角 。 

如 果 我 们 沿 半 行 于 xz AIT 5 积分 (26)， 那 么 可 得 


Ab; = pp — pa =— Mace +Z, (29) 
其 中 
I= [leaZ v) ae yo ve) ada. 
根据 积分 中 值 定理 ， 
一 | mdz= Lot pli li + pgL,cos?, (30) 
AP e WU SARE. 


= (26) Al (27> 中 的 每 一 项 的 县 ae EAH. 
*# 除了 在 环形 管 中 流 动 时 . 呈 与 管 Bob XP ATA A TMN ( 进 
一 步 的 讨论 见 [9 的 第 11 章 de 
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Aidt, WRR RMR w= eA. FEE = 
FL,/2D ABA, (30) 成 为 
一 | az 一 oat lew, lw, + egL,cosd. 
从 而 ， 由 29) 得 到 
Ap, = og leslie, + pgLeosd + I. . (31) 


把 这 方程 同 CD 比较, 我 们 看 到 ,它们 的 差别 只 是 积分 1 如 果 
我 们 认可 Navier-Stokes 方程 提供 了 流体 运动 的 一 个 精确 描述 , BE 
么 , 了 是 由 于 运用 了 特征 《22) 而 引起 的 误差 。 

让 我 们 考虑 了 这 项 。 因 为 


— dz = dy 
= de? ~ de’ 
由 链 规 则 知 ， 
dx du _ 3u dz , Audy ear au 
dt? dt ax dt + ay de ne Yay’ 
但 是 ，4a 一 下 xy/de MRE TCE = 方向 的 加 速度 。 于 是 
[ pu tv pda = [padz (32) 


表示 由 二 流体 沿 弧 运动 所 产生 的 惯性 力 的 各 分. 
正如 我 们 早已 提 到 过 的 ， 了 的 剩 下 部 分 是 由 于 流体 元 的 机 对 
运动 所 造成 的 剪 切 作用 产生 的 。 如 果 称 《32) 为 惯性 效应 ， 那么 ， 


一 | evan + Fu ov)dr 
就 可 称 作 粘 性 效应 了 。 因 为 我 们 的 特征 (22) 假定 了 这 两 者 都 为 


零 ， 所 以 ， 我 们 期 望 当 或 者 粘性 效应 或 者 惯性 效应 和 由 摩擦 与 升 
高 引起 的 那些 效应 不 相 上 下 时 ，(22) 的 误差 才 具 有 重要 的 地 位 。 
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4. 网 络 方程 的 数值 解法 


已 经 把 燕 汽 发 生 器 流动 问题 化 为 解 网 络 方程 的 问题 了 ， 剩 下 
的 是 用 公式 表示 关于 它们 的 解 的 算法 。 我 们 在 第 2 节 中 已 经 看 到 ， 
这 些 方 程 具有 唯一 的 解 。 但 是 ， 由 于 特征 《22) 的 特性 ， 它 们 当 
然 是 非 线性 的 。 因 此 ， 一 个 紧凑 解 ， 即 使 在 高 斯 消去 意义 下 ， 也 
是 豪 无 可 能 的 ， 因 而 我 们 应 采用 选 代 法 。 

我 们 即将 考虑 的 选 代 法 ， 称 为 非 线性 Gauss-Siedel Gp tE 
NGS) 法 , 它 是 线性 情况 下 熟知 的 方法 的 自然 推广 ”. 我 们 将 就 一 
个 一 般 的 售 o TREK o 个 方程 的 方程 组 正式 给 出 定义 。 

BÆ F Caps ees Sl oy wy ARRE rp F=1, 
v 的 连续 实 值 一 数 ， 那 么 

Paty 一 站 一 下 (33)- 
表示 ?个 方程 的 方程 组 ,而且 任 一 组 满足 (33) ASE ee 
称 为 这 个 方程 组 的 解 。.NGS 法 按 下 述 方式 定义 一 个 向 量 选 代 序 列 
at= (ai, m, at), A=0, 1, © 

第 1 步 ; 选 定 2x; 

第 2 步 : 假定 二 G0) 和 ztti, gel, e, ij Ui 
v) 已 经 确定 ; 

-第 3 纱 : 为 确定 x+" 求 s 使 得 
Piatt) ah sah yet) = 6, (34) 
然后 令 cit ss. 

往 意 到 , FER 2 RH i=l 时 , 条 件 xtt',g 一 1,…… iI E 
TG MA. Wai") 在 第 3 步 中 是 作为 


风 站 综 作 的 方 湛 也 种 为 “ 单 步 法 "，“ 近 次 置换 法 ”和 “Lieomann pe”. EPPS AL 
a > 
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FiGsyaiyer zt) = 9 
的 解 来 确定 的 。 
显然 , NGS 法 的 意义 是 明确 的 , 也 就 是 说 , west ot 被 唯一 确 
定 的 充分 必要 条 件 是 每 一 个 标量 方程 (34) 有 一 个 唯一 解 s、 如 果 
这 是 真 的 , 那么 , 对 于 v=3 的 情况 , NGS 序列 的 元 素 按 表 的 图 解 
顺序 来 确定 。 表 中 每 一 行 对 应 于 《34) 的 特 解 ， 它 们 决定 着 图 出 
的 变量 。 


ey zy zł 
& a 

x z$ 
| k i 
zi © 7 
z! z ay 


{Ef — FRE RIEN—T DR. BRAM UAE: FEE 
ais i=l, =, v, FEAR 


lime? = rf, f= 1,2,",7 


hood 


吗 ? 就 NGS 法 而 论 ; 迭代 明显 地 不 仅 依 赖 于 函数 ,而 且 也 依赖 
FIER 2°. Ak. 对 x? REE ETT ABI. 而 对 其 他 
ASEM AS. 如 果 它 们 对 x? 的 任意 选择 都 收 剑 , 我 们 就 说 这 
种 方法 是 整体 收敛 的 。 这 是 一 个 选 代 方法 所 具有 的 非常 受 人 欢迎 
的 性 质 ， 因 为 它 意 味 着 ， 我 们 没有 必要 为 了 能 够 收 化 而 特别 关心 
如 何 着 手 这 方法 。 

因为 函数 六 是 连续 的 , 由 (34) 得 到 ,只 要 NGS ERA EM 
敏 ， 它 们 就 一 定 收敛 到 〈33) 的 解 。 因 此 , 用 NGS 法 求 (33) 的 
解 的 问题 ， 关 键 在 于 它 的 迁 代 收敛。 

.通过 追 测 到 公式 (8) 并 令 
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BoC pyc rb) = Napf aps}, i= Lae +U. (35) 
fol g=1 


可 以 看 到 ， 网 络 方程 是 GD 的 特殊 情况 。 初 看 起 来 ， 这 个 方程 
似乎 是 不 成 立 的 ， 因 为 左边 只 包含 前 v 个 压力 ， 而 右边 含有 所 有 
az 个 压力 。 但 是 ， 不 要 忘记 ， 结 点 "十 1，…, n 是 边界 结 点 , 在 
其 上 所 对 应 的 压力 假定 为 已 知 的 .因此 :右边 实际 上 只 包含 "个 未 
知 量 ， 7 

下 面 的 定理 完全 回答 了 NGS 法 对 于 网 络 方程 如 何 表现 的 问 
题 。 它 保证 即使 不 是 最 好 的 ， 也 是 安排 得 相当 好 的 状况 。 

定理 2 ”如果 一 个 网 络 了 的 弧 具 有 容许 特征 ， 且 至 少 有 一 个 
边界 结 点 ， 那 么 ，NGS 选 做 法 的 意义 是 明确 的 ， 并 且 整 体 收 将 于 
网 络 方程 的 唯一 解 。 

尽管 这 个 定 吾 的 证 明 不 特别 困难 ， 写 在 这 蜂 却 太 长 了 。 可 以 
在 [13] 中 找到 证 明 。 

定理 2 断言 ， 我 们 可 以 用 NGS 法 计算 出 网 络 方程 的 近似 解 ， 
而 和 且 只 要 准确 地 解 GO 并 人选 代 足够 多 次 ， 就 可 使 这 一 解 与 精确 
解 接近 到 任意 的 精确 度 。 自 然 , 因为 (34) 是 一 个 关于 未 知 量 * 的 
非 线性 标量 方程 , 要 精确 地 解 它 一 般 来 说 是 不 可 能 的 . 事实 上 , 通 
常 使 用 辅助 的 数值 方法 得 到 它 的 近似 解 。 这 意味 着 在 实 戚 中 我 们 
不 能 实现 定理 2 的 假设 . 尽管 如 此 , 我 们 还 是 指望 : 如 果 (34) 被 
准确 好 解 出 来 , 那么 ; 由 此 引起 的 近似 的 NGS EG BO A 
方程 的 精确 解 。 

其 次 一 点 提出 考虑 的 是 , 实际 上 实现 NGS 法 时 , 涉及 到 何 时 
中 止 先 和 代 的 问题 。 这 个 局 题 还 没有 十 分 令 人 满意 的 回答 。 

通常 ,判断 中 止 是 以 相继 的 选 代 的 差 的 某 种 量度 为 基础 的 , 比 
如 ， 如果 定 义 x AA We lw CDT et, BBA. 可 以 在 使 得 

Nz 一 x || <elj l (36) 

REAA k Ah GER. AP eo 为 预定 的 收 化 标准 。 福 
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EPL (36) 决 不 保证 误差 的 范 数 ‖ ex’ | E e 

较 精 致 的 中 止 准则 可 以 通过 考虑 方法 的 收敛 速度 明确 表达 出 
来 , 若干 方法 确定 了 这 种 速度 存在 〔 比 如 , 见 [14 的 第 9 章 ]), 但 
在 实 践 中 ， 一 般 必须 估计 适 代 结果 。 一 个 运用 收敛 速度 的 中 止 准 
Meat [15」 P. 

收 误 速度 的 概念 可 用 来 达到 其 他 有 用 的 自 的 .常常 使 我 们 
能 驶 比较 不 同 的 迭代 方法 ,。 举例 来 说 ,， 由 NGS 法 在 第 3 步 中 简单 
地 令 zt! 二 ws 十 (一 w) at, AVS BIER RAE. TE 


x1 
i Lj cfry A; (ft?) F; 8; (deg) 
1 5 0. 28 C. 106% 1078 0. 
2 0.5 0.21 G. 1361074 0. 
3 0.5 0.28 ü. 106x1074 Q. 
4 1. 25 0.124 0. 53 107% Ow 
5 1. 25 0.093 0.7% 1073 0. 
6 1.25 0.124 t. 53x10 Oo 
7 0. 16 0.01 0. 6x107? Q. 
8 0.16 0. a1 g. GX 1078 Oe 
9 0.16 ô. ül a. 6 1075 T 
10 1. 23 0.124 &. 33% Lo 0. 
11 1.25 0. 093 07x107? Q. 
12 1.25 0.124 0.53% 107% 0, 
13 0.5 0. 28 0, 106x107? 0. 
l4 0.5 0. 21 a. 136x1078 0. 
15 05 0. 28 0106x107 0. 
16 0.5 a. 42 a. 112107? 90. 
17 0.5 0.42 0 112x1077 9d. 
18 0.5 0. 047 0.0105 90, 
19 0.5 0.047 0.0103 90. 
20 0.45 Q. O47 u. 0105 $0. 
21 0.5 0.017 ü. 0105 9a. 
22 0. 4 0.42 o. 4121072 90. 
23 0.5 0.42 0. 412% 10-2 90, 


1<le<2 称 作 松弛 参数 。 令 “一 1， 我 们 重新 得 到 NGS 法 。 然 而， 
把 w 选 得 远 比 1 大 时 ,常常 得 到 收 敏 速度 比 NGS AC ea RG 
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”多 的 先 代 ( 见 下 一 节 的 实例 )。 更 值得 注意 的 是 , 对 于 一 大 类 问题 ， 
是 根据 收敛 速度 定量 地 作出 预言 的 。 更 多 的 关于 逐 次 超 松弛 法 的 
介绍 ， 线性 的 情况 可 参考 [12], El6j， 非 线性 的 情况 可 参考 
[13], [15]. 

在 相应 的 方程 组 《33) 表示 网 络 方程 的 情况 下 ,我 们 对 
G34) 的 数值 解 最 后 再 说 几 句 话 以 结束 本 节 。 由 《35)?， 我 们 看 到 
第 i 个 网 络 方程 是 

ait if Daub) = 4, (37) 
由 此 得 到 GO 的 第 : 个 方程 是 
| > ayb + ays + 2 op: 十 2 aub: | =0 
l f (38) 
我 们 记得 a, RPE A WER. MAA O 确定 
容许 弧 特 征 * . SEF PAL SED A. h (22) AA 

于 是 ，(38) PHRMA Raf, Gays tEh) He ay= 
0， 土 1 而 心 为 一 常数 。 因 为 特征 是 容许 的 ， 由 此 可 得 ， 和 式 
(38) 的 每 一 个 非 零 项 是 * 的 严格 增加 函数 ， 并 且 改 变 过 符号 ， 因 
而 这 对 和 也 同样 正确 。 国 此 , 恰好 有 一 个 * 值 为 《38) 的 解 ， 我们 
可 通过 像 分 半 方 法 、 试 位 法 等 ”数值 法 计算 这 个 值 。 


5. 例 十 


在 这 一 节 ， 我 们 将 继续 做 涉及 图 23.5 的 网 络 流量 问题 的 研 
” 究 。 这 个 间 题 早已 在 第 3 节 中 讨论 过 ， 并 导出 一 组 形 如 《37) 的 


* 为 了 验证 对 38) 的 特性 的 理解 ， 访 者 应 该 捕 信 ， 对 于 图 23. 5 AR. i= 
2 时 ‘EBs FA RR fe Cp +s Gp 一 万 5 【+ 一 站 +f G w= 


g 这 些 基本 方法 的 叙述 和 分 析 见 [17]，[18]， 
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12 MBAR. REO HK. HEME (22) 的 数据 和 
边界 条 忻 完全 描述 了 。 

关联 矩阵 的 元 素 可 以 用 一 个 简明 的 方法 由 图 23. 5 直接 得 到 。 
比如 ， 第 一 行 的 非 零 元 素 是 a 一 一 1 ,au 一 1] UR ans L 

为 确定 特征 (22)， 我 们 取 6 一 491byfts，g 一 32. 2it/s’, TEER 
留 表 1 的 数据 。 我 们 已 经 选 寿 的 密度 近似 于 600 个 绝对 压强 
db/in?) 下 沸水 的 密度 。 至 于 边界 笨 件 ， 我们 假设 为 P= pua Ps 
=7 §00pd1/ft?, 而 pis= pir ps=0. Opd 1 /ft?, 

由 这 些 条 件 确定 的 问题 ,我 们 按 第 4 T PAGEA NGS 法 用 电 
子 计算 机 求解 。 初 始 压 力 取 作 p?=330pd1/dt?, ji=1,，2，…，12. 
经 36 RERE BLD (as 一 PY Te bP io, PRES 
Fel RMAC SR. 这 样 得 到 的 压力 各 流量 见 表 2 MES. SR AER EE 
次 超 松弛 法 ( 取 w= 1.33) 解 这 个 问题 。 经 19 RRL, ER 
上 相同 的 解 ， 这 个 例子 说 明了 取 or 1 AER BAD Ta l 


2 
Ha BA dfi) HA FEAL Cpt ‘fe? 结 点 压力 (pd f/f?) 
1 6810. 6 2 6810. 6 3 6810. 6 
4 4826.6 5 4820. 2 6 48276. 6 
了 2773.4 & 2779.8 9 2773-4 
10 789. 41 1l 789. 4 12 789.41 


HEF Dy OR PE Be Dy BEE Te BEE 0. 216 X 1074. FH. 
在 结 点 1 处 的 压力 为 1,471hyinz， 注 意 到 ， 在 问题 的 定义 域 上 束 个 压力 变化 小 于 
1. 35tbyinz， 这 和 前 面 的 常数 系统 压力 《 见 〈25)) - 致 。 
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#3 


W ME lbs) w 流量 dbs) w HE (b/s) 
1 136.3 2 90.8 3 136.3 

4 129.4 5 104.7 6 129.3 

7 121.3 8 120.8 9 121.3 
lọ 129. 3 11 104.7 12 125. 3 

13 136. 3 l4 90. 8 15 138. 3 
14 6. 94 17 —6.95 18 8. 08 
15 — 6. 08 20 — $. 08 21 3-08 
22 —6.95 23 6.93 


is] 


[9] 
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教师 参考 | 

预备 知识 “本章 内 容 为 那些 学 过 初等 徽 积 分 和 线性 代数 的 学 
生 所 能 理解 。 熟 悉 一 些 物 理 上 的 【也 就 是 质量 、 能 量 和 动量 ) Æ 
本 守恒 定律 是 希望 的 ， 但 不 是 必要 的 。 计 算 机 程序 设计 的 情况 也 
是 一 样 ， 因 为 一 个 学 生 会 非常 高 兴 地 通过 使 用 电子 计算 机 来 “一 
举 消灭” 他 已 经 花 过 很 多 时 间 的 问题 ， 

时 间 ”这 个 单元 3 次 以 内 可 以 讲 完 - 一 好 果 把 许多 材料 留 给 
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学 生 的 话 ， 用 的 时 间 可 以 更 少 。 

注 第 ]1 节 ， 这 开头 的 一 节 ， 试 图 通过 联系 核电 站 运转 中 通 
到 的 实际 问题 来 推动 整个 研究 。 教 师 应 该 强调 ， 这 个 问题 对 核 动 
力 工业 具有 真正 的 利害 关系 ,涉及 价值 几 百 万 美元 的 电站 组 件 , 他 
还 应 向 学 生 说 明 电 站 和 蒸汽 发 生 器 的 简 图 ， 并 且 概 述 发 生 的 传 热 
和 液压 过 程 。 电 站 运转 的 更 详细 的 情 沉 可 雇 在 [1] 和 G. Masche 
的 “Systems Summary of a Westinghouse Pressurized Nuclear Power 
Plant”《“ 这 可 以 通过 给 Westinghouse Electric Corporation—— Re HT 
丁 罕 斯 电气 公司 写 信 而 得 到 ) 中 找到 ， 

第 1 节 讨 论 过 后 , 课 上 将 介绍 问题 的 一 般 的 非 技 术 性 叙述 ,这 
里 ， 除 了 网 络 近似 法 以 外 ， 老 师 可 以 希望 考虑 另外 的 着 手 解决 的 
方法 。 比如, 如 果 班 土 的 数学 水 平 足以 容许 考虑 偷 微分 方程 的 话 ， 
那么 ,这 个 问题 从 寻求 流体 动力 学 的 经 典 方程 一 一 动量 《Navier- 
Stokes) 方程 和 连续 性 方程 的 恰当 解 的 观点 来 看 , 可 以 重新 陈述 。 
.这 是 最 直截了当 的 着 手 方法 ， 但 是 你 很 快 就 会 认识 到 ， 因 为 流动 
区 域 的 凡 何 形状 和 方程 本 身 的 复杂 性 质 ， 这 样 一 种 着 手 解 决 的 方 
法 不 见得 会 成 项 。 作 为 方程 的 完整 解 的 替换 物 ， 人 们 可 以 满足 于 
用 有 限 差分 的 数值 解 ， 这 下 打开 了 一 门 全 新 的 学 科 一 一 计算 流体 
动力 学 的 大 门 。 在 这 方面 , 可 以 请 教 P. J. Roach 的 Com putational 
fluid Dynamics, Hermosa Publishers, ，1972， 然 而 ， 直接 用 有 限 善 
分 方法 将 带 来 巨大 的 计算 问题 ， 它 的 可 解 性 尚 有 争议 。 

第 2 节 : 这 节 安 排 了 形成 模型 的 基本 工作 ， 它 是 以 简单 的 网 
络 概念 为 基础 的 。 本 节 是 自 成 系统 的 ， 还 可 以 用 于 图 论 或 非 线性 
方程 组 的 数值 解 等 补充 课程 。 

ERER 点 定律 的 物理 意义 作为 离散 的 守恒 定律 将 被 强 

调 。 自 然 : 电网 络 中 的 电流 满足 同 样 的 定律 。 

在 课 上 编制 若 于 个 简单 图 形 的 关联 矩阵 会 有 好 处 。 证明” 行 
的 关联 矩阵 有 秩 ”一 1 , 决 不 是 没有 意义 的 空谈 练习 。 这 个 事实 过 
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后 用 来 完成 关于 网 络 流 的 存在 与 唯一 性 定理 的 证 明 。 秩 的 确定 可 
以 规定 为 课 党 练习 。 以 上 对 论证 边界 流量 的 总 和 为 零 也 话 用 。 

在 电网 络 术语 中 ， 弧 特征 就 是 苑 悉 的 欧姆 定律 。 教 病 可 以 话 
导 (6) 的 形式 , 使 之 想起 这 样 一 关 流 量 : 在 物理 中 已 经 知道 ， 许 
多 流量 依 闲 于 另 一 个 变量 的 值 的 差 ! 例如 ， 热 依赖 于 温度 差 ， 电 
流 依赖 于 电压 差 ， 以 及 空气 流量 依赖 于 大 气压 力 兰 。 

使 全 班 明 自 网 络 方程 (7) 的 性 质 是 非常 重要 的 。 对 于 特殊 网 
络 , 这 些 已 经 详细 写 出 来 了 。 通过 用 某 些 简单 函 数 代替 弧 特征 , 教 
师 可 以 把 这 个 实例 引伸 到 更 深 一 层 。 

为 了 节省 时 间 ， 定 理 1 在 线性 弧 特征 情况 下 的 证 明 ， 可 以 省 
略 。 但 是 ， 它 确实 包含 了 矩阵 代数 的 一 种 有 效应 用 。 

第 3 节 ， 本 节 提 出 了 燕 汽 发 生 咒 流量 问题 的 网 络 模型 。 基 本 
手段 是 “控制 体 ” 法 ， 这 在 流体 动力 学 中 是 十 分 常见 的 。 

除了 上 升 和 摩擦 以 外 ， 对 压 降 起 作用 的 一 些 其 他 因素 是 突然 
的 膨胀 ， 或 者 是 流动 区 域 的 缩小 或 急 奇 ， 或 者 是 流动 区 域 中 的 隅 

。( 较 详细 的 叙述 见 [9])。 

在 这 一 节 引 人 的 经 验 数量 中 , 摩擦 系数 最 难 理解 。 关于 这 点 ， 
较 详 细 的 叙述 可 以 参考 [9]。 变 通 的 办 法 ， 教 师 可 以 滥 请 从 事 工 
程 的 同事 讲授 摩擦 系数 的 本 质 和 确定 方法 以 及 其 他 相关 的 内 容 。 

为 了 使 学 卜 对 实际 问题 的 复杂 性 以 及 按照 一 个 网 络 模 型 来 公 
式 化 所 需要 的 假定 有 其 些 了 解 ,教师 应 该 详细 讨论 热效应 的 性 质 ， 
AH thi! 如 果 听 讲 者 不 熟悉 偏 微分 方程 ， 对 于 弧 特征 的 评价 
(尽管 它 对 未 考虑 到 的 压 降 效应 的 了 解 起 到 一 定 作用 ) 也 可 以 省 
Wh 

第 4 节 ， ACH AUAREAE. FLUTE. 
第 2 节 一 样 ， 它 是 自 成 系统 的 并 县 构成 数值 分 析 中 一 个 小 小 的 练 
J. 用 到 的 概念 仅仅 是 极限 、 连 续 、 函 数 复合 ， 以 及 解 单一 方程 
的 分 半 方 法 。 分 半 方 法 或 一 个 等 价 名 词 可 能 是 任 一 种 数值 分 析 的 
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要 素 ， 它 的 子 程序 成 套 设 备 由 讨 算 机 工厂 提供 。 

“ 收 伊 过度 和 逐次 超 松弛 的 概念 ， 对 于 解 网 络 问 题 不 是 最 重要 
的 。 引 人 它们 是 用 来 给 有 兴趣 者 提供 进一步 的 研究 方向 。 

第 5 节 : 在 这 里 介绍 了 一 个 设想 的 但 非 平凡 的 例题 以 及 它 的 
数值 解 。 理 想 地 ， 昕 讲 者 应 写 出 解 这 个 问题 的 计算 机 程序 或 者 他 
们 自身 已 经 设计 过 了 。 如 果 时 间或 计算 机 不 可 能 允许 完成 这 样 一 
个 热 记 的 任务 ， 那 么 ， 听 讲 者 至 少 应 该 手 算 少数 几 个 在 已 知 结 点 
上 的 压力 迭代 , 假定 在 剩 下 的 结 点 上 的 还 力 为 表 2 所 给 定 。 这 样 ， 
他 们 将 看 到 ， 和 迭代 确实 趋 于 表 2 PANNE. 

流量 问题 解决 以 后 ， 教 师 可 希望 返回 来 提 及 在 第 1 节 引 人 的 
简单 的 粒子 沉积 模型 ， 使 听讲 者 计算 一 些 各 种 粒子 浓度 的 粒子 沉 
积 通 量 。 而 且 ， 如 采 假设 当 平均 沉积 厚度 超过 预定 的 量 〔 比 如 说 ， 
0. 256) WY, 为 了 清扫 ， 必须 把 燕 汽 发 生 器 关 掉 ， 那么 ， 当 发 生 这 
件 事 时 ,计算 ”可 以 终止 。 这 是 一 种 办 法 ， 使 流量 问题 的 解答 可 
以 用 来 提供 关于 实际 的 革 汽 发 生 器 的 相应 信息 。 
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如 ， 
AEH 107b. ARNAR 3 的 数据 和 图 23. 3 来 完成 。 注 意 到 该 
单位 为 emys 而 和 不 是 


